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͞ΒʹΘΕΘΕ͕Πϝʔδ͢Δ͜ͱ͸Ͱ͖ͳ͍͕ 4 ࣍ݩɼ5 ࣍ݩ, ::: ͷϢʔΫϦουۭؒ΋
4 ͭɼ5 ͭ ɼ ::: ͷ਺ࣈͷ૊ʹΑͬͯදݱ͞ΕΔ΋ͷͱͯ͠ߟ͑Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δɻn ࣍ݩϢʔ
ΫϦουۭؒΛ Rn Ͱද͢ʢ1 ࣍ݩϢʔΫϦουۭؒ͸ Rʣ ɻ
2 ࣍ݩϢʔΫϦουۭؒʢฏ໘ʣR2 ʹ͓͚Δ 2 ఺Λ x = (x1;x2)ɼy = (y1;y2) ͱͯͦ͠ͷ
2 ఺ؒͷڑ཭Λ࣍ͷΑ͏ʹఆٛ͢Δɻ
jx ¡ yj =
q







Δʣ ɻಉ༷ʹͯ͠ 3 ࣍ݩϢʔΫϦουۭؒʹ͓͚Δ 2 ఺Λ x = (x1;x2;x3)ɼy = (y1;y2;y3)
ͱ͢Δͱͦͷ 2 ఺ؒͷڑ཭͸
jx ¡ yj =
q








ʹ n ࣍ݩϢʔΫϦουۭؒʹ͓͚Δ 2 ఺ x = (x1;x2;:::;xn) ͱ y = (y1;y2;:::;yn) ͷڑ཭
͸࣍ͷΑ͏ʹද͞ΕΔɻ









(1). ͢΂ͯͷ x, y 2 Rn ʹ͍ͭͯ jx ¡ yj ¸ 0ʢڑ཭͸ෛͰ͸ͳ͍ʣ
(2). ͢΂ͯͷ x, y 2 Rn ʹ͍ͭͯ jx ¡ yj = jy ¡ xjʢڑ཭͸ͲͪΒ޲͖ʹଌͬͯ΋౳͍͠ʣ
(3). ͢΂ͯͷ x, y, z 2 Rn ʹ͍ͭͯ jx ¡ yj + jy ¡ zj ¸ jx ¡ zjʢࡾ֯ෆ౳ࣜʣ
(4). jx ¡ yj = 0 ͷͱ͖ɼ·ͨͦͷͱ͖ʹͷΈ x = yʢx ͱ y ͕ಉҰͷ఺ʣͰ͋Δɻ
2͜ͷ಺ (1), (2), (4) ͸໌Β͔Ͱ͋Δɻ(3) ͸ɼزԿֶతʹ͸ࡾ֯ܗͷ 2 ลͷ௕͞ͷ࿨͸࢒Γͷ
1 ลͷ௕͞ΑΓେ͖͍ͱ͍͏ͱ͍͏͜ͱΛҙຯ͢Δʢ౳͍͠৔߹ 3 ఺͸ಉҰ௚ઢ্ʹ͋Δʣ ɻ
ҎԼͷΑ͏ʹͯ֬͠ೝͰ͖Δɻ¸ ʹؔ͢Δ 2 ࣍ࣜ
n X
i=1








































































































ͱͳΔɻ͜Ε͸n࣍ݩϢʔΫϦουۭؒʹ͓͚Δ3఺x = fx1;x2;:::;xng, y = fy1;y2;:::;yng,
z = fz1;z2;:::;zng ʹ͍ͭͯ
jx ¡ zj · jx ¡ yj + jy ¡ zj
Ͱ͋Δ͜ͱΛҙຯ͢Δɻ
ఆٛ 1.1 (ϢʔΫϦουۭؒͷ։ू߹(open set)). ϢʔΫϦουۭؒX ͷ෦෼ू߹V ͕࣍
ͷ৚݅Λຬͨ͢ͱ͖ɼ։ू߹Ͱ͋Δͱݴ͏ɻ
V ͷ͋ΒΏΔ఺ v 2 V ʹ͍ͭͯ fx 2 X : jx ¡ vj < ±g ½ V Λຬͨ͢ ± > 0 ͕





(0;1) ʹ͓͍ͯʢ ʮ։۠ؒʯͱ͸۠ؒͷ྆୺Λؚ·ͳ͍۠ؒͰ͋Γɼ1 ࣍ݩϢʔΫϦουۭؒʹ
͓͚Δ։ू߹Ͱ͋Δʣ ɼ0 ʹ͍ۙ఺ͱͯ͠ v = " ΛͱΔͱɼͲͷΑ͏ͳ " > 0 ʹ͍ͭͯ΋্ͷ
ఆٛʹ͓͍ͯ ± = 1
2" ͱ͓͚͹ɼ1
2" > 0 Ͱ͋ͬͯ fx 2 R : jx ¡ vj < 1
2"g ½ (0;1) ͕੒Γཱ
ͭɻҰํด۠ؒ [0;1] ʹ͓͍ͯ͸ʢ ʮด۠ؒʯͱ͸۠ؒͷ྆୺ΛؚΉ۠ؒͰ͋Γɼ1 ࣍ݩϢʔΫ








(1). ͢΂ͯͷ x;y 2 X ʹ͍ͭͯ d(x;y) ¸ 0ʢ2 ఺ؒͷڑ཭͸ෛͰ͸ͳ͍ʣ ɻ
(2). ͢΂ͯͷ x;y 2 X ʹ͍ͭͯ d(x;y) = d(y;x)ʢڑ཭͸ͲͪΒ޲͖ʹଌͬͯ΋౳͍͠ʣ ɻ
(3). ͢΂ͯͷ x;y;z 2 X ʹ͍ͭͯ d(x;z) · d(x;y) + d(y;z)ʢࡾ֯ෆ౳ࣜʣ͕੒Γཱͭɻ
(4). x = y ͷͱ͖ɼ·ͨͦͷͱ͖ʹͷΈ d(x;y) = 0 Ͱ͋Δʢ2 ఺ؒͷڑ཭͕θϩͷͱ͖͸
ͦͷ 2 ఺͸ಉҰͷ఺Ͱ͋Γɼ·ͨಉҰͷ఺Ͱ͋Ε͹ڑ཭͸θϩͰ͋Δʣ ɻ
n ࣍ݩϢʔΫϦουۭؒ͸ϢʔΫϦουͷڑ཭ʹΑͬͯڑ཭ۭؒͱͳΔɻ·ͨϢʔΫϦου
ۭؒͷ෦෼ू߹΋ಉ༷ʹϢʔΫϦουͷڑ཭ʹΑͬͯڑ཭ۭؒͱͳΔɻͨͱ͑͹ 1 ࣍ݩϢʔ
ΫϦουۭؒͷ෦෼ू߹ͱͯ͠͸࠲ඪx ͕¡1 · x · 1 Λຬͨ͢Α͏ͳ఺ͷू߹΍ɼx > 0 Λ
ຬͨ͢఺ͷू߹͕ߟ͑ΒΕΔɼͦΕҎ֎ͷ࣍ݩʹ͍ͭͯ΋ಉ༷Ͱ͋Δɻ
ఆٛ 1.3 (։ٿ(open ball)). (X;d) Λڑ཭ۭؒͱ͢ΔɻX ͷ఺x ͱ͋Δ࣮਺r > 0 ʹ͍ͭ
ͯ࣍ͷࣜͰఆٛ͞ΕΔू߹ BX(x;r) ΛɼX ʹ͓͚Δ x Λத৺ͱ͢Δ൒ܘ r ͷ։ٿͱݴ͏ɻ
BX(x;r) = fx0 2 X : d(x0;x) < rg
͜Ε͸ x ͔Βͷڑ཭͕ r ΑΓখ͍͞ X ʹଐ͢Δ఺ͷू߹Λද͓ͯ͠Γɼ3 ࣍ݩϢʔΫϦου
ۭؒͰ͸·͞ʹ։ٿʢද໘Λؚ·ͳ͍ٿͷ಺෦ʣͱͳΔɻ
ఆٛ 1.4 (։ू߹ (open set)). (X;d) Λڑ཭ۭؒͱ͢ΔɻX ͷ෦෼ू߹ V ͕࣍ͷ৚݅Λຬ
ͨ͢ͱ͖։ू߹Ͱ͋Δͱݴ͏ɻ
V ͷ͋ΒΏΔ఺ v 2 V ʹ͍ͭͯ BX(v;±) ½ V Λຬͨ͢ ± > 0 ͕ଘࡏ͢Δɻ
͜ͷఆٛ͸ϢʔΫϦουۭؒʹ͓͍ͯ͸ఆٛ 1.1Λҙຯ͢Δɻ΍͸Γۭू߹΋։ू߹Ͱ͋Δ
ͱ͢Δɻ
ิ୊ 1.1. X Λڑ཭ۭؒɼd Λͦͷڑ཭ؔ਺ɼx0 Λ X ͷ఺ͱ͢Δɻͦͷͱ͖ɼ೚ҙͷ r > 0
ʹ͍ͭͯ൒ܘ r ͷ։ٿ BX(x0;r) ͸ X ͷ։ू߹Ͱ͋Δɻ
ূ໌. x 2 BX(x0;r) ͱ͢Δͱɼ͋Δ ± > 0 ʹ͍ͭͯ BX(x;±) ½ BX(x0;r) ͱͳΔ͜ͱΛࣔ
ͤ͹Α͍ɻ± = r ¡ d(x;x0) ͱ͢Δͱ d(x;x0) < rʢx 2 BX(x0;r) ΑΓʣͰ͋Δ͔Β ± > 0
Ͱ͋Δɻx0 2 BX(x;±) ͱ͢Δͱࡾ֯ෆ౳ࣜʹΑΓ
d(x0;x0) · d(x0;x) + d(x;x0) < ± + d(x;x0) = r
ͱͳΔ͔Βɼx0 2 BX(x0;r) ΛಘΔɻ͕ͨͬͯ͠BX(x;±) ½ BX(x0;r) ͱͳΓʢBX(x;±) ʹ
ؚ·ΕΔ఺͸ BX(x0;r) ʹؚ·ΕΔʣ ɼBX(x0;r) ͕։ू߹Ͱ͋Δ͜ͱ͕ࣔ͞Εͨɻ ,
4ྫ 1.1. ू߹ͷཁૉ͸ϢʔΫϦουۭؒͷ఺͹͔ΓͰ͸ͳ͍ɻϢʔΫϦουۭؒʹ͓͚Δؔ
਺΋ू߹ͷཁૉͱͳΓ͏Δɻؔ਺ͷू߹͸ؔ਺ۭؒͱݺ͹ΕΔɻͨͱ͑͹ด۠ؒ [0;1] ͔Β R





Ͱఆٛ͞ΕΔ࣮਺ʢ[0;1] ʹ͓͚Δ f(x) ͱ g(x) ͱͷࠩͷઈର஋ͷ࠷େ஋ʣ͸͜ͷؔ਺ۭؒ
ʹ͍ͭͯڑ཭ͷ৚݅Λຬ͍ͨͯ͠Δɻ͜͜Ͱ͸ [0;1] ͷશମʹΘͨͬͯ f(x) = g(x) Ͱ͋Δ
ͱ͖ʹ f(x) ͱ g(x) ͕౳͍͠΋ͷͱ͠ɼf(x) ´ g(x) ͱද͢ɻઈର஋Λͱ͍ͬͯΔ͔Β໌Β
͔ʹ d(f;g) ¸ 0 ͕੒Γཱͭɻ·ͨɼ΍͸Γઈର஋Λͱ͍ͬͯΔ͔Β [0;1] ͷશମʹΘͨͬͯ
f(x) = g(x) Ͱͳ͚Ε͹ d(f;g) = 0 ͱ͸ͳΒͳ͍͠ɼf(x) ´ g(x) Ͱ͋Ε͹ d(f;g) = 0 Ͱ͋
Δɻࡾͭͷؔ਺ y = f(x), y = g(x), y = h(x) ʹ͍ͭͯ
d(f;h) = max
[0;1]
jf(x) ¡ h(x)j = max
[0;1]
jf(x) ¡ g(x) + g(x) ¡ h(x)j
· max
[0;1]
jf(x) ¡ g(x)j + max
[0;1]
jg(x) ¡ h(x)j = d(f;g) + d(g;h)





ఆٛ 1.5 (Ґ૬ۭؒ). ͋Δू߹ X ͷ෦෼ू߹ʢ։ू߹ (open set) ͱݺͿʣͷ૊ʢू·Γʣ͕
࣍ͷ৚݅Λຬͨ͢ͱ͖ X ͸Ґ૬ۭؒͰ͋Δɻ




ʹද͢ඞཁ͕͋Δ৔߹ʹ͸ɼͨͱ͑͹ X ͷҐ૬Λ ¿ ͱͯ͠Ґ૬ۭؒ X Λ (X;¿) ͷΑ͏ʹද
͕͢ɼಛʹࠞཚΛট͔ͳ͍৔߹͸୯ʹ X ͚ͩͰද͢ɻ
·ͣڑ཭ۭ͕ؒҐ૬ۭؒͰ͋Δ͜ͱΛࣔͦ͏ɻ
ิ୊ 1.2. X Λڑ཭ۭؒͱ͢Δͱ X ͷ։ू߹ͷ૊͸Ґ૬ۭؒͷ৚݅Λຬ͍ͨͯ͠Δɻ
ূ໌. (1). ఆٛʹΑۭͬͯू߹͸։ू߹Ͱ͋Δɻ·ͨ X શମʹ͍ͭͯ͸։ू߹ͷ৚͕݅ຬ
ͨ͞Ε͍ͯΔʢX ʹؚ·Εͳ͍ཁૉ͸ͳ͍ͷͰ X ͷ఺ x ͷ͋ΒΏΔ։ٿ͸౰વ X ʹ
ؚ·ΕΔʣ ɻ
(2). X ͷ։ू߹ͷ͋Δ૊Λ A ͱ͠ɼU Λ A ʹؚ·ΕΔ͢΂ͯͷ։ू߹ͷ࿨ू߹Ͱ͋Δͱ͢
ΔɻU ͕։ू߹Ͱ͋Δ͜ͱΛࣔͦ͏ɻx 2 U ͱ͢Δͱ x ͸ A ʹؚ·ΕΔ͋Δ։ू߹ V
ͷཁૉͰ͋Δɻ͕ͨͬͯ͠ BX(x;±) ½ V ͱͳΔΑ͏ͳ ± ͕͋ΔɻҰํ V ½ U Ͱ͋Δ
͔Β BX(x;±) ½ U ͱͳΔͷͰ U ͸։ू߹Ͱ͋Δɻ
5(3). V1, V2, :::, Vk Λ X ʹؚ·ΕΔ༗ݶݸͷ։ू߹ͷ૊ɼͦΕΒͷڞ௨෦෼Λ V = V1 \
V2 \ ¢¢¢ \ Vk ͱ͢Δɻx Λ͢΂ͯͷ j ʹ͍ͭͯ x 2 Vj Ͱ͋ΔΑ͏ͳʢV1, V2, :::, Vk
ͷ͢΂ͯͷू߹ͷཁૉͰ͋Δʣ఺ͱ͢Δͱɼ͢΂ͯͷ j ʹ͍ͭͯ BX(x;±j) ½ Vj ͱͳ
ΔΑ͏ͳ࣮਺ ±1, ±2, :::, ±k ͕͋Δɻ±1, ±2, :::, ±k ͷ಺Ͱ࠷খͷ΋ͷΛ ± ͱ͢Δͱɼk
͸༗ݶͰ֤ ±j ͸ਖ਼Ͱ͋Δ͔Β ± > 0 Ͱ͋Δɻ͞Βʹ x ͸͢΂ͯͷ Vj ʹଐ͍ͯ͠Δͷ






Ґ૬ۭؒͷ৚݅ͷ಺ (3) ͷ༗ݶݸͱ͍͏੍໿͸ॏཁͳ΋ͷͰ͋Δɻͨͱ͑͹ 1 ࣍ݩϢʔΫ
Ϧουۭؒʹ͓͍ͯ n Λࣗવ਺ͱͯ͠։۠ؒ (¡ 1
n;1 + 1
n) Λߟ͑ɼͦͷ n = 1;2;:::; ͷແݶ





ఆٛ 1.6 (ดू߹ (closed set)). X Λʢ͋ΔҐ૬Λ࣋ͬͨʣҐ૬ۭؒͰ͋Δͱ͢ΔɻX ͷ
෦෼ू߹ F ͸ͦͷิू߹ X nFʢF ʹଐ͞ͳ͍ X ͷཁૉͷू߹ʣ͕։ू߹Ͱ͋Δͱ͖ɼ·ͨ
ͦͷͱ͖ʹͷΈดू߹Ͱ͋Δͱݴ͏ɻ
ۭू߹ͱ X ࣗମ͸ͱ΋ʹ։ू߹Ͱ͋Δ͕ɼۭू߹ͷʢX ʹ͓͚Δʣิू߹͸ XɼX ͷิ
ू߹͸ۭू߹Ͱ͋Δ͔Βɼۭू߹ͱ X ͸։ू߹Ͱ͋Δͱͱ΋ʹดू߹Ͱ΋͋Δɻ
ͨͱ͑͹1࣍ݩϢʔΫϦουۭؒͷด۠ؒ ʢ྆୺ΛؚΉ۠ؒʣ F = [0;1]ͷิू߹͸RnF =
(¡1;0)[(1;1)ʢ¡1, 1 ͸͍͘ΒͰ΋খ͍͞਺ɼ͍͘ΒͰ΋େ͖͍਺ΛؚΜͰ͍Δͱ͍͏
͜ͱʣͰ͋Δ͕ɼ͜ͷू߹ͷͲΜͳ఺ v ʹ͓͍ͯ΋ fx 2 R : jx ¡ vj < ±g ½ X n F Λຬͨ
͢ ± > 0 ΛͱΔ͜ͱ͕Ͱ͖ΔͷͰ։ू߹Ͱ͋Γɼ͕ͨͬͯ͠ F ͸ดू߹Ͱ͋Δɻ
։ू߹ͱดू߹͸શମͷू߹ʹରͯ͠૬ରతͳ΋ͷͰ͋Δɻͨͱ͑͹਺௚ઢ্ʢ1 ࣍ݩϢʔ
ΫϦουۭؒʣʹ͓͍ͯ [¡1;1]ʢ¡1 ͱ 1 ΛؚΉ۠ؒʣ͸ดू߹ɼ(¡1;1)ʢ¡1 ΋ 1 ΋ؚ·ͳ
͍۠ؒʣ͸։ू߹ɼ(¡1;1]ʢ¡1 ͸ؚ·ͣɼ1 ͸ؚΉ۠ؒʣ͸։ू߹Ͱ΋ดू߹Ͱ΋ͳ͍͕ɼ
X ͱͯ͠ [¡2;1] ΛͱΔͱ (¡1;1] ͸։ू߹ͱͳΔʢ఺ 1 Λத৺ͱ͢Δ൒ܘ ±(± < 3) ͷ։ٿ͸
਺௚ઢશମʹ͓͍ͯ͸ 1 ΑΓେ͖͍෦෼ΛؚΉ͕ [¡2;1] ʹ͓͍ͯ͸ؚ·ͳ͍͔Βɼͦͷ։ٿ













͜͜Ͱ΋(2) ͷ༗ݶݸͷ৚݅Λ֬ೝͯ͠ΈΑ͏ɻ1 ࣍ݩϢʔΫϦουۭؒʹ͓͍ͯn Λࣗવ
਺ͱͯ͠ด۠ؒ [ 1
n;1 ¡ 1
n] Λߟ͑ɼͦͷ n = 3;4;:::; ͷແݶݸͷ࿨ू߹ΛͱΔͱɼ0 ͱ 1 ͸
ͲͷΑ͏ͳ n ʹ͍ͭͯ΋ [ 1
n;1 ¡ 1
n] ʹ͸ؚ·Εͳ͍͔Βɼͦͷ࿨ू߹ʢ͍ͣΕ͔ͷ n ʹ͍ͭ
ͯ͜ͷด۠ؒʹؚ·ΕΔ఺ͷू߹ʣ͸։۠ؒ (0;1) ʹͳΓดू߹ͱ͸ͳΒͳ͍ɻ
1.5 ϋ΢ευϧϑۭؒ
ఆٛ 1.7 (ϋ΢ευϧϑۭؒ (Hausdorﬀ space)). Ґ૬ۭؒ X ͕࣍ͷ৚݅Λຬͨ͢ͱ͖ϋ
΢ευϧϑۭؒͰ͋Δͱݴ͏ɻ
x ͱ y Λ X ͷҟͳΔ఺Ͱ͋Δͱ͢Δͱɼx 2 Uɼy 2 V ͔ͭ U \ Y = ;ʢU ͱ
V ͱ͸ڞ௨෦෼Λ࣋ͨͳ͍ʣΛຬͨ͢։ू߹ U ͱ V ͕ଘࡏ͢Δɻ
ิ୊ 1.4. ڑ཭ۭؒ͸ϋ΢ευϧϑۭؒͰ͋Δɻ
ূ໌. ڑ཭ۭؒX ͷڑ཭ΛdͰද͠ɼ xͱyΛޓ͍ʹҟͳΔX ͷ఺Ͱ͋Δͱ͢Δɻ" = 1
2d(x;y)
ͱ͓͘ͱ xɼy ͦΕͧΕΛத৺ͱ͢Δ։ٿ BX(x;") ͱ BX(y;") ͸։ू߹Ͱ͋Δɻ΋ͪΖΜ
xɼy ͦΕͧΕ͸͜ΕΒͷ։ٿʹؚ·Ε͍ͯΔɻ΋͜͠ΕΒͷڞ௨෦෼ BX(x;") \ BX(y;")
͕ۭू߹Ͱ͸ͳ͍ʢڞ௨෦෼͕ଘࡏ͢Δʣͱ͢Δͱ d(x;z) < ", d(y;z) < " Λຬͨ͢ z 2 X
͕͋Δʢz ͸ BX(x;") ͱ BX(y;") ͷ྆ํʹؚ·ΕΔ఺Ͱ͋Δʣ ɻ͔ͦ͠͠͏͢Δͱࡾ֯ෆ౳
ࣜʹΑͬͯ d(x;y) · d(x;z) + d(y;z) < 2" ͱͳΓ " = 1
2d(x;y) ͱໃ६͢Δɻ͕ͨͬͯ͠
BX(x;") \ BX(y;") = ; Ͱ͋Δ͔Β X ͸ϋ΢ευϧϑۭؒͰ͋Δɻ ,
͜ΕʹΑΓϢʔΫϦουۭؒ΋ϋ΢ευϧϑۭؒͰ͋Δɻ
1.6 ૬ରҐ૬ʢ෦෼ۭؒҐ૬ʣ
X ΛҐ૬ۭؒɼ¿ ΛͦͷҐ૬ɼA Λ X ͷ෦෼ू߹ͱ͢Δɻ¿A Λ֤ V 2 ¿ ʹ͍ͭͯ V \ A
Ͱ͋ΔΑ͏ͳू߹શମͷ૊ͱ͢Δͱ ¿A ͸ A ͷҐ૬ʹͳΔɻ͜ΕΛ A ͷ૬ରҐ૬ʢ͋Δ͍͸
෦෼ۭؒҐ૬ʣͱݴ͏ɻV \ A Ͱ͋ΔΑ͏ͳू߹ͷ༗ݶݸ·ͨ͸ແݶݸͷ࿨ू߹͸ ¿ ʹؚ·
ΕΔू߹ V ͷ༗ݶݸ·ͨ͸ແݶݸͷ࿨ू߹ͱ A ͷڞ௨෦෼Ͱ͋Γɼલऀ͸ ¿ ʹؚ·Ε͍ͯΔ
͔Βͦͷڞ௨෦෼͸ ¿A ʹؚ·ΕΔɻ
ೋͭͷू߹ V1, V2 ʹ͍ͭͯ V1 \ A, V2 \ A ͸ͦΕͧΕ V1 ͱ A ͷ྆ํʹؚ·Ε
Δ఺ͷू߹ɼ͓Αͼ V2 ͱ A ͷ྆ํʹؚ·ΕΔ఺ͷू߹Ͱ͋Δ͔Βɼͦͷೋͭͷ
ू߹ͷ࿨ू߹ (V1 \ A) [ (V2 \ A) ͸ A ʹؚ·Ε͍ͯͯɼ͔ͭ V1 ·ͨ͸ V2 ʹؚ
·ΕΔ఺ͷू߹ (V1 [ V2) \ A ʹ౳͍͠ɻ
7·ͨ V \A Ͱ͋ΔΑ͏ͳू߹ͷ༗ݶݸͷڞ௨෦෼͸ ¿ ʹؚ·ΕΔू߹ V ͷ༗ݶݸͷڞ௨෦෼
ͱ A ͷڞ௨෦෼Ͱ͋Γɼલऀ͸ ¿ ʹؚ·Ε͍ͯΔ͔Βͦͷڞ௨෦෼͸ ¿A ʹؚ·ΕΔɻ
ೋͭͷू߹ V1, V2 ʹ͍ͭͯ V1 \A, V2 \A ͷڞ௨෦෼ (V1 \A)\(V2 \A) ͸ A
ʹؚ·Ε͍ͯͯɼ͔ͭ V1 ʹ΋ V2 ʹؚ·ΕΔ఺ͷू߹ (V1 \ V2) \ A ʹ౳͍͠ɻ
͜͜Ͱ࣍ͷิ୊ΛಘΔɻ
ิ୊ 1.5. X Λڑ཭ۭؒɼd Λͦͷڑ཭ɼA Λ X ͷ෦෼ू߹ͱ͢Δɻ࣍ͷ৚͕݅ຬͨ͞ΕΔ
ͱ͖ɼ·ͨͦͷͱ͖ʹͷΈ A ͷ෦෼ू߹ W ͸ A ͷ૬ରҐ૬ʹ͓͍ͯ։ू߹Ͱ͋Δɻ
W ͷ֤ʑͷ఺ w ʹ͍ͭͯ fa 2 A : d(a;w) < ±g ½ W ͕੒ΓཱͭΑ͏ͳ ± ͕ଘ
ࡏ͢Δɻ
͕ͨͬͯ͠ A ͷ૬ରҐ૬͸ A Λڑ཭ۭؒͱݟͯಘΒΕΔҐ૬ʢڑ཭ʹΑͬͯఆٛ͞Εͨ։ू
߹ʹجͮ͘Ґ૬ʣͱҰக͢Δɻ
ূ໌. (1). W ͕A ͷ૬ରҐ૬ʹ͓͍ͯ։ू߹Ͱ͋ΔͱԾఆ͢ΔͱɼW = U \A ͱͳΔΑ͏
ͳ X ͷ։ू߹ U ͕ଘࡏ͢ΔɻU ͕ X ͷ։ू߹Ͱ͋Γ W ͸ͦͷ෦෼ू߹Ͱ͋Δ͔Βɼ
w Λ W ͷ఺ͱ͢Δͱ
fx 2 X : d(x;w) < ±g ½ U
͕੒ΓཱͭΑ͏ͳ ± > 0 ͕ଘࡏ͢Δɻͦͷͱ͖ A ͸ X ͷ෦෼ू߹Ͱ͋Δ͔Β
fa 2 A : d(a;w) < ±g ½ U \ A = W
͕ಘΒΕΔɻ
(2). ٯʹW ͕Aͷ෦෼ू߹Ͱ͋Γɼ ֤ʑͷw 2 W ʹ͍ͭͯfa 2 A : d(a;w) < ±wg ½ W
Λຬͨ͢Α͏ͳ ±w ͕ଘࡏ͢Δ΋ͷͱ͢Δɻ͜͜Ͱ W ʹଐ͢Δ఺ w Λத৺ͱ͢Δ։ٿ
BX(w;±w) શମͷ࿨ू߹ͱͯ͠ U Λఆٛ͢Δɻ
BX(w;±w) = fx 2 X : d(x;w) < ±wg
Ͱ͋Δɻ֤։ٿ͸։ू߹Ͱ͋Δ͔Β U ΋։ू߹Ͱ͋Δɻ͞Βʹ͋ΒΏΔ w 2 W ʹͭ
͍ͯ
BX(w;±w) \ A = fa 2 A : d(a;w) < ±wg ½ W
Ͱ͋Δʢ্ͷ W ͷఆ͔ٛΒʣ ɻ͕ͨͬͯ͠ U \ A ½ W Ͱ͋Γʢ֤ BX(w;±w) \ A ͕
W ʹؚ·Ε U \A ͸ͦΕΒͷ࿨ू߹Ͱ͋Δ͔Β΍͸Γ W ʹؚ·ΕΔʣ ɻҰํɼ͋ΒΏ
Δw 2 W ʹ͍ͭͯW ½ A ͔ͭfwg ½ BX(w;±w) ½ U Ͱ͋ΓɼW ͸ͦͷΑ͏ͳfwg
શମͷ࿨ू߹Ͱ͋Δ͔Β W ½ U \ A Ͱ͋ΔɻΏ͑ʹ U \ A = W ͱͳΓɼU ͸ A ͷ
։ू߹Ͱ͋Δ͔Β W ͸ A ͷ૬ରҐ૬ʹ͓͍ͯ։ू߹Ͱ͋Δ͜ͱ͕ಋ͔ΕΔɻ
,
X ΛҐ૬ۭؒɼA Λͦͷ෦෼ू߹ͱ͢Δͱ૬ରҐ૬ʹؔͯ͠ҎԼͷ͜ͱ͕੒Γཱͭɻ
² A ͷ෦෼ू߹ B ͸ X ͷ͋Δด෦෼ू߹ F ʹΑͬͯ B = A \ F ͱද͞ΕΔ৔߹ʹɼ·
ͨͦͷͱ͖ʹͷΈ A ͷ૬ରҐ૬ʹ͓͍ͯดू߹Ͱ͋Δɻ
8² A ͕ͦΕࣗ਎ X ͷ։ू߹Ͱ͋Ε͹ɼA ͷ෦෼ू߹ B ͸ɼͦΕࣗ਎͕ X ͷ։ू߹Ͱ͋
Δͱ͖ɼ·ͨͦͷͱ͖ʹͷΈ A ͷ૬ରҐ૬ʹ͓͍ͯ։ू߹Ͱ͋Δɻ
² A ͕ͦΕࣗ਎ X ͷดू߹Ͱ͋Ε͹ɼA ͷ෦෼ू߹ B ͸ɼͦΕࣗ਎͕ X ͷดू߹Ͱ͋
Δͱ͖ɼ·ͨͦͷͱ͖ʹͷΈ A ͷ૬ରҐ૬ʹ͓͍ͯดू߹Ͱ͋Δɻ
ͦΕͧΕ֬ೝͯ͠ΈΑ͏ɻ
(1). B = A \ F ͷ A ʹ͓͚Δิू߹͸ X ʹ͓͚Δ F ͷิू߹ X n Fʢ͜Ε͸։ू߹ʣͱ
A ͱͷڞ௨෦෼ A \ X n F Ͱ͋ΓɼͦΕ͸ A ͷ૬ରҐ૬ʹ͓͍ͯ։ू߹Ͱ͋Δ͔Βͦ
ͷิू߹Ͱ͋Δ A \ F ͸ดू߹Ͱ͋Δɻ
ٯʹ B ͕ A ʹ͓͍ͯดू߹Ͱ͋Ε͹ͦͷ A ʹ͓͚Δิू߹ A n B ͸ A ʹ͓͍ͯ։ू
߹Ͱ͋Δ͔Β X ͷ͋Δ։ू߹ V ʹΑͬͯ V \ A ͱද͞ΕΔɻB ͸ A ʹ͓͚Δͦͷิ
ू߹Ͱ͋Γɼ͕ͨͬͯ͠ X ʹ͓͚Δ V ͷิू߹ʢ͜Ε͸ดू߹ʣͱ A ͱͷڞ௨෦෼ͱ
ͯ͠ද͞ΕΔɻ
(2). A ͕ͦΕࣗ਎ X ͷ։ू߹Ͱ͋ΔͳΒ͹Ґ૬ۭؒͷఆٛʹΑͬͯ X ͷ։ू߹ V ͱ A ͷ
ڞ௨෦෼ V \ A ΋ X ͷ։ू߹Ͱ͋Γ A ͷ։ू߹͸͢΂ͯ X ͷ։ू߹Ͱͳ͚Ε͹ͳΒ




ఆٛ 1.8. Ґ૬ۭؒ X ʹ͓͚Δ఺ྻ (sequence)x1;x2;::: ͸࣍ͷ৚݅Λຬͨ͢ͱ͖ X ͷ఺ p
ʹऩଋ͢Δ (converge) ͱݴ͏ɻ
p ΛؚΉͲͷΑ͏ͳ։ू߹U ʹ͍ͭͯ΋͋Δࣗવ਺N ͕͋ͬͯɼ͢΂ͯͷj ¸ N
ʢN Ҏ্ͷ൪߸ͷ఺ྻʣʹ͍ͭͯ xj 2 U ͱͳ͍ͬͯΔɻ




ิ୊ 1.6. ϋ΢ευϧϑۭؒ X ʹ͓͚Δ఺ྻ͕ऩଋ͢Δͱ͖ɼͨͩ 1 ఺ʹऩଋ͢Δɻ
ূ໌. ఺ྻΛ (xj : j 2 N) Ͱද͠ʢN ͸ࣗવ਺ͷू߹ f1;2;3;:::g Ͱ͋Δʣ ɼ͞Βʹ (xj) ͱ
؆ུԽ͢Δɻ(xj) ͷۃݶ͕ p ͱ q ͷೋͭ͋Δ΋ͷͱԾఆ͠Α͏ɻX ͸ϋ΢ευϧϑۭؒͰ͋
Δ͔Β p 2 U, q 2 V , U \ V = ; Λຬͨ͢։ू߹ U, V ͕͋Δɻpɼq ͸ͱ΋ʹۃݶͰ͋Δ͔
Β j ¸ N1 ͓Αͼ j ¸ N2 ʹ͍ͭͯ xj 2 U, xj 2 V ͱͳΔΑ͏ͳࣗવ਺ N1, N2 ͕ଘࡏ͢Δɻ
ͦͷͱ͖ xj 2 U \ V ͱͳΔ͕ɼU \ V = ; Ͱ͋Δ͔ΒͦΕ͸ෆՄೳͰ͋Δɻ͕ͨͬͯ͠ۃ
ݶ͸Ұ͔ͭ͠ͳ͍ɻ ,
9ऩଋ͠ͳ͍఺ྻ΋͋Δɻͨͱ͑͹ 1 ࣍ݩϢʔΫϦουۭؒʹ͓͍ͯ 1;2;1;2;1;2;::: ͱ 1
ͱ 2 Λ͘Γฦ͢఺ྻ΍ɼ1;2;3;4;5;::: ͱݶΓͳ͘େ͖͘ͳͬͯߦ͘఺ྻ͸ऩଋ͠ͳ͍ɻ
ิ୊ 1.7. X ΛҐ૬ۭؒɼF Λ X ͷดू߹ɼ(xj : j 2 N) Λ F ͷ఺ྻͱ͢Δɻ(xj : j 2 N)
͕ X ͷ͋Δ఺ p ʹऩଋ͢ΔͳΒ͹ p 2 F Ͱ͋Δɻ
ূ໌. p ͕ F ʹଐ͞ͳ͍ɼ͕ͨͬͯ͠ F ͷิू߹ X nF ʹଐ͢ΔͱԾఆͯ͠ΈΑ͏ɻF ͸ด
ू߹Ͱ͋Δ͔Β X n F ͸։ू߹Ͱ͋Δɻ(xj : j 2 N) ͕ p ʹऩଋ͢Δ͔Β j ¸ N ʹରͯ͠
xj 2 X n F ͱͳΔΑ͏ͳࣗવ਺ N ͕͋Δɻ͔͠͠ɼ͜Ε͸ xj ͕ F ʹଐ͢Δ͜ͱʹໃ६͢
Δɻ͕ͨͬͯ͠ p 2 F Ͱ͋Δɻ ,
͜Ε͸ดू߹ͷॏཁͳಛ௃Ͱ͋Δɻ
1.8 ڑ཭ۭؒʹ͓͚Δؔ਺ͷ࿈ଓੑ
ͦΕͧΕ͕ 1 ࣍ݩϢʔΫϦουۭؒͰ͋Δ X ͔Β Y ΁ͷؔ਺ y = f(x) ͕ X ͷ͋Δ఺ x0
Ͱ࿈ଓͰ͋Δͱ͍͏ͷ͸ɼx ͕x0 ʹۙͮ͘ͱ͖f(x) ΋f(x0) ʹۙͮ͘ͱ͍͏͜ͱͰ͋Δɻਖ਼
֬ʹݴ͑͹ʮx ͕ x0 ʹऩଋ͢Δͱ͖ɼf(x) ΋ f(x0) ʹऩଋ͢Δʯͱ͍͏͜ͱͰ͋Δ͕ɼผͷ
ܗͰ͸ʮͲͷΑ͏ͳ࣮਺ " ʹରͯ͠΋ jx0 ¡x0j < ± ͳΒ͹ jf(x0)¡f(x0)j < " ͱͳΔΑ͏ͳ
࣮਺ ± ͕ଘࡏ͢Δʯͱද͞ΕΔɻ
͜ͷೋͭͷఆ͕ٛಉ஋ʢಉ͡಺༰ʣͰ͋Δ͜ͱΛ֬ೝͯ͠ΈΑ͏ɻ
ิ୊ 1.8. X ͔Β Y ΁ͷؔ਺ y = f(x) ͷ x0 ʹ͓͚Δ࿈ଓੑʹ͍ͭͯҎԼͷೋͭͷఆٛ͸ಉ
஋Ͱ͋Δɻ
(1). x ͕ x0 ʹऩଋ͢Δͱ͖ɼf(x) ΋ f(x0) ʹऩଋ͢Δɻ
(2). ͲͷΑ͏ͳ࣮਺ " > 0 ʹରͯ͠΋ jx0 ¡ x0j < ± ͳΒ͹ jf(x0) ¡ f(x0)j < " ͱͳΔΑ͏
ͳ࣮਺ ± > 0 ͕ଘࡏ͢Δɻ
ূ໌. ؔ਺ y = f(x) ͕ x0 ʹ͓͍ͯ (1) ͷҙຯͰ࿈ଓͰ͋Δͱ͢Δɻ͜ͷͱ͖ jx0 ¡ x0j < ±
ͳΒ͹ jf(x0) ¡ f(x0)j < " ͱͳΔΑ͏ͳ࣮਺ ± > 0 ͕ଘࡏ͠ͳ͍ͱԾఆ͢Δɻ͢ΔͱͲΜͳ
± > 0 ʹ͍ͭͯ΋
jx0 ¡ xj < ± ͷͱ͖ jf(x0) ¡ f(x)j ¸ "
Ͱ͋ΔΑ͏ͳ఺ x ͕ଘࡏ͢Δɻ± ʹΑͬͯ͜ͷ x ͸ҟͳΔ͔΋͠Εͳ͍ɻ֤ࣗવ਺ n ʹ͍ͭ
ͯ ± = 1
n ͱͯ͜͠ͷΑ͏ͳ x ΛҰͭͮͭબΜͰ఺ྻ x1, x2, :::, xn Λ࡞Δʢಉ͡΋ͷؚ͕·
Ε͍ͯͯ΋Α͍ʣ ɻ֤ n ʹ͍ͭͯ
jx0 ¡ xnj <
1
n
ͷͱ͖ jf(x0) ¡ f(xn)j ¸ "
͕੒Γཱ͍ͬͯΔɻn Λେ͖͍ͯ͘͘͠ͱjx0 ¡xnj ͸θϩʹऩଋ͍͕ͯ͘͠jf(x0)¡f(xn)j
͸͸θϩʹऩଋ͠ͳ͍ɻ͕ͨͬͯ͠ f(x) ͕ (1) ͷҙຯͰ x0 ʹ͓͍ͯ࿈ଓͰ͋Δͱ͍͏Ծఆ
ͱໃ६͢ΔͷͰɼٻΊΔ ± > 0 ͕ଘࡏ͠ͳ͚Ε͹ͳΒͳ͍ɻ
ٯʹؔ਺ y = f(x) ͕ x0 ʹ͓͍ͯ (2) ͷҙຯͰ࿈ଓͰ͋Δͱ͢ΔɻX ͷ఺ྻ x1, x2, :::,
xn Ͱ n ͕େ͖͘ͳΔͱ͖ x0 ʹऩଋ͢Δ΋ͷΛҰͭͱΓɼͦΕʹରԠͨ͠ Y ͷ఺ྻ f(x1),
10f(x2), :::, f(xn) ͕ f(x0) ʹऩଋ͠ͳ͍ͱԾఆ͢Δɻ͢Δͱ͋Δ " > 0 ʹ͍ͭͯͲΜͳʹେ
͖ͳ൪߸ N ʹ͍ͭͯ΋
n ¸ N ͷͱ͖ jf(x0) ¡ f(xn)j ¸ "
͕੒ΓཱͭΑ͏ͳ n ͕ଘࡏ͢Δɻf(x) ͸ (2) ͷҙຯͰ࿈ଓͰ͋ΔͱԾఆ͔ͨ͠Β͜ͷ " ʹͭ
͍ͯద౰ʹ ± > 0 Λબ΂͹
jx0 ¡ xnj < ± ͳΒ͹ jf(x0) ¡ f(xn)j < "
͕੒Γཱͭ͸ͣͰ͋ΔɻҰํ఺ྻ x1, x2, :::, xn ͸ x0 ʹऩଋ͢Δ͔Βॆ෼ʹେ͖ͳ N ʹͭ
͍ͯ
n ¸ N ͳΒ͹ jx0 ¡ xnj < ±
ͱͳΔɻͲΜͳʹେ͖ͳ N ʹ͍ͭͯ΋ n ¸ N ͷͱ͖ jf(x0) ¡ f(xn)j ¸ " ͱͳΔ n ͕͋Δ
͔ΒͦͷΑ͏ͳ n ʹ͍ͭͯ
jx0 ¡ xnj < ± ͷͱ͖ jf(x0) ¡ f(x0)j ¸ "




f(x) ͕͋ΒΏΔ x 2 X ʹ͓͍ͯ࿈ଓͰ͋Δͱ͖ʮX ʹ͓͍ͯ࿈ଓʯͰ͋Δͱݴ͏ɻ2 ࣍ݩ
Ҏ্ͷϢʔΫϦουۭؒʹ͓͚Δؔ਺ʹ͍ͭͯ΋ϢʔΫϦουͷڑ཭Λ༻͍ͯಉ༷ʹ࿈ଓੑ
͕ఆٛ͞ΕΔɻ͜͜Ͱɼͨͱ͑͹ 2 ࣍ݩϢʔΫϦουۭؒ X ͔Β Y ΁ͷؔ਺ͱ͸ɼฏ໘্ͷ
͋Δ఺ʹผͷฏ໘্ͷ͋Δ఺ΛରԠͤ͞Δؔ਺Ͱ͋ΔɻX ͱ Y ͷ࣍ݩ͕ҟͳΔ৔߹Ͱ΋ؔ਺




ڑ཭ۭؒX ͔ΒY ΁ͷؔ਺Λf(x)ɼXɼY ͷڑ཭ΛͦΕͧΕdXɼdY ͱ͢Δͱɼ
ͲͷΑ͏ͳ࣮਺ " ʹରͯ͠΋ dX(x0;x0) < ± ͳΒ͹ dY (f(x0);f(x0)) < " ͱͳΔ
Α͏ͳ࣮਺ ± ͕ଘࡏ͢Δͱ͖ɼf(x) ͸ x0 ʹ͓͍ͯ࿈ଓͰ͋Δɻ
΍͸Γ f(x) ͕͋ΒΏΔ x 2 X ʹ͓͍ͯ࿈ଓͰ͋Δͱ͖ʮX ʹ͓͍ͯ࿈ଓʯͰ͋Δͱݴ͏ɻ
͜ͷఆٛΛ։ٿΛ༻͍ͯ࣍ͷΑ͏ʹݴ͍׵͑Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δɻ
ͲͷΑ͏ͳ࣮਺ " ʹରͯ͠΋ x0 2 BX(x0;±) ͳΒ͹ f(x0) 2 BY (f(x0);") ͱͳ
ΔΑ͏ͳ࣮਺ ± ͕ଘࡏ͢Δͱ͖ɼf(x) ͸ x0 ʹ͓͍ͯ࿈ଓͰ͋Δɻ
1.9 Ґ૬ۭؒʹ͓͚Δؔ਺ͷ࿈ଓੑ
Ґ૬ۭؒʹ͓͍ͯ͸ؔ਺ͷ࿈ଓੑ͸࣍ͷΑ͏ʹఆٛ͞ΕΔɻ
11ఆٛ 1.9 (Ґ૬ۭؒʹ͓͚Δؔ਺ͷ࿈ଓੑ (continuity)). Ґ૬ۭؒ X ͔Β Y ΁ͷؔ਺Λ
f : X ¡! Y ͱ͢Δɻ͋ΒΏΔ Y ͷ։ू߹ V ʹରͯ͠ f¡1(V ) ͕ X ͷ։ू߹Ͱ͋Δͱ͖ɼ
f ͸ X ʹ͓͍ͯ࿈ଓͰ͋Δͱݴ͏ɻ͜͜Ͱ
f¡1(V ) = fx 2 X : f(x) 2 V g




ิ୊ 1.9. XɼY Λڑ཭ۭؒɼf : X ¡! Y Λ X ͔Β Y ΁ͷؔ਺ͱ͢Δɻ͋ΒΏΔ Y ͷ։
ू߹ V ʹରͯ͠ f¡1(V ) ͕ X ͷ։ू߹Ͱ͋Δͱ͖ɼ·ͨͦͷͱ͖ʹͷΈ f ͸ X ʹ͓͍ͯ࿈
ଓͰ͋Δɻ
ূ໌. f ͕࿈ଓͰ͋ΔͱԾఆ͠Α͏ɻV Λ Y ͷ։ू߹ͱ͠ɼx 2 f¡1(V ) Ͱ͋Δͱ͢Δʢx ͸
f ʹΑͬͯV ͷ͋Δ఺ʹରԠͤ͞ΒΕΔ఺Ͱ͋Δʣ ɻf¡1(V ) ͕։ू߹Ͱ͋Δ͜ͱΛࣔ͢ʹ͸ɼ
BX(x;±) ½ f¡1(V ) ͱͳΔ ± ͕ଘࡏ͢Δ͜ͱΛࣔ͞ͳ͚Ε͹ͳΒͳ͍ɻf(x) ͕ V ʹଐ͠ɼ
V ͸։ू߹Ͱ͋Δ͔Β BY (f(x);") ½ V Λຬͨ͢Α͏ͳ " ͕ଘࡏ͢Δɻf ͸࿈ଓͰ͋Δ͔Β
x0 2 BX(x;±) ͳΒ͹f(x0) 2 BY (f(x);") ͱͳΔΑ͏ͳ± ͕͋Δɻ͕ͨͬͯ͠x0 2 BX(x;±)
Ͱ͋ΔΑ͏ͳͲΜͳ x0 ʹ͍ͭͯ΋ f(x0) 2 V ɼ͢ͳΘͪ x0 2 f¡1(V ) Ͱ͋ΔɻҎ্ʹΑͬͯ
f ͕࿈ଓͳΒ͹ɼ͋ΒΏΔ Y ͷ։ू߹ V ʹରͯ͠ f¡1(V ) ͕ X ͷ։ू߹Ͱ͋Δ͜ͱ͕ࣔ͞
Εͨɻ
ٯʹɼ͋ΒΏΔ Y ͷ։ू߹ V ʹରͯ͠ f¡1(V ) ͕ X ͷ։ू߹Ͱ͋ΔͱԾఆ͠Α͏ɻx
Λ X ͷ೚ҙͷ఺ͱ͠ɼ͋Δ༩͑ΒΕͨ " ΛͱΔɻ։ٿ BY (f(x);") ͸ Y ʹ͓͍ͯ։ू߹
Ͱ͋Δ͔Βɼͦͷٯ૾ f¡1(BY (f(x);")) ͸ X ʹ͓͍ͯ։ू߹Ͱ͋Γɼ͔ͭ x ΛؚΜͰ͍
Δɻ͕ͨͬͯ͠ BX(x;±) ½ f¡1(BY (f(x);")) ͕ຬͨ͞ΕΔΑ͏ͳ ± ͕ଘࡏ͢Δɻ͜Ε͸
f(BX(x;±)) ½ BY (f(x);") Λҙຯ͢ΔɻҎ্ʹΑͬͯ༩͑ΒΕͨ " ʹରͯ͠ x 2 BX(x;±)
ͳΒ͹ f(x) 2 BY (f(x);") ͱͳΔΑ͏ͳ࣮਺ ± ͕ଘࡏ͢Δ͜ͱ͕ࣔ͞Ε͔ͨΒ f ͸࿈ଓͰ͋
Δɻ ,
ྫ 1.2. ͜ͷิ୊Ͱͷ࿈ଓੑͷఆ͕ٛ͘͝ී௨ͷؔ਺ͷ࿈ଓੑʹରԠ͍ͯ͠Δ͜ͱΛྫʹΑͬ
͔ͯ֬ΊͯΈΑ͏ɻX, Y Λͱ΋ʹ R ͱͯ͠ X ͔Β Y ΁ͷ࣍ͷΑ͏ͳؔ਺ y = f(x)(x 2
X; y 2 Y ) Λߟ͑Δɻ
y = x; x < 0 ͷͱ͖
y = 2; x = 0 ͷͱ͖
y = x; 0 < x ͷͱ͖
͜ͷؔ਺͸໌Β͔ʹx = 0ʹ͓͍ͯෆ࿈ଓͳؔ਺Ͱ͋Δɻ͜ͷؔ਺ʹ͍ͭͯ։۠ؒV = (1;3)
ΛͱΔͱɼf(x) 2 V ͱͳΔ x ͷू߹͸ (1;3) [ f0g Ͱ͋Δ͕ɼ͜Ε͸։ू߹Ͱ͸ͳ͍ɻ
΋͏ҰͭྫΛߟ͑ͯΈΑ͏ɻ΍͸ΓRʹ͓͚ΔX ͔ΒY ΁ͷ࣍ͷΑ͏ͳؔ਺y = g(x)(x 2
X; y 2 Y ) Λߟ͑Δɻ
y = x; x < 0 ͷͱ͖
y = x + 2; 0 · x · 1 ͷͱ͖
y = x + 4; 1 < x ͷͱ͖
12͜ͷؔ਺͸x = 0ͱx = 1ʹ͓͍ͯෆ࿈ଓͳؔ਺Ͱ͋Δɻ͜ͷؔ਺ʹ͍ͭͯ։۠ؒV = (1;4)
ΛͱΔͱɼg(x) 2 V ͱͳΔ x ͷ۠ؒ͸ด۠ؒ [0;1] Ͱ͋Δɻ
࣍ʹ߹੒ؔ਺ͷ࿈ଓੑʹ͍ͭͯߟ͑Δɻ
ิ୊ 1.10. X, Y , Z ΛҐ૬ۭؒɼf : X ¡! Y , g : Y ¡! Z ΛͦΕͧΕ X ͔Β Y ɼY ͔
ΒZ ΁ͷ࿈ଓؔ਺Ͱ͋Δͱ͢Δɻͦͷͱ͖X ͔ΒZ ΁ͷf ͱg ͷ߹੒ؔ਺g±f : X ¡! Z
͸࿈ଓͰ͋Δɻ
ূ໌. V Λ Z ͷ։ू߹ͱ͢Δͱ g ͸࿈ଓͰ͋Δ͔Β g¡1(V ) ͸։ू߹Ͱ͋Γɼ͞Βʹ f ͕࿈
ଓͰ͋Δ͔Β f¡1(g¡1(V )) ΋։ू߹Ͱ͋Δɻ͜͜Ͱ f¡1(g¡1(V )) ͸ g ʹΑͬͯ V ½ Z ͷ఺
ʹҠ͞ΕΔΑ͏ͳ Y ͷ఺ʹҠ͞ΕΔ X ͷ఺ͷू߹Ͱ͋Δ͔Βɼ߹੒ؔ਺ g ±f ʹΑͬͯ V ͷ




ิ୊ 1.11. X, Y ΛҐ૬ۭؒɼf : X ¡! Y ΛX ͔ΒY ΁ͷؔ਺Ͱ͋Δͱ͢Δɻͦͷͱ͖ɼ
͋ΒΏΔ Y ͷดू߹ V ʹରͯ͠ f¡1(V ) ͕ X ͷดू߹Ͱ͋Δͱ͖ɼ·ͨͦͷͱ͖ʹͷΈ f
͸ X ʹ͓͍ͯ࿈ଓͰ͋Δɻ
ূ໌. f¡1(V ) ͕ดू߹Ͱ͋Δͱ͢ΔɻV ͸ Y ͷ෦෼ू߹Ͱ͋Δ͔Β f ʹΑͬͯ V ͷ఺ʹҠ
͞ΕΔ఺ͷू߹ f¡1(V ) ͷ X ʹ͓͚Δิू߹͸ V ͷ఺ʹҠ͞Εͳ͍ɼ͕ͨͬͯ͠ V ʹؚ·
Εͳ͍ Y ͷ఺ʹҠ͞ΕΔ఺ͷू߹ f¡1(Y n V ) ʹ౳͍͠ɻ͢ͳΘͪ
X n f¡1(V ) = f¡1(Y n V )
ΛಘΔɻf¡1(V ) ͱ V ͕ดू߹ͳΒͦͷิू߹Ͱ͋Δ X n f¡1(V ) ͱ Y n V ͸։ू߹Ͱ͋Δ
͔Βɼ͜ͷࣜ͸Y ͷ։ू߹Y nV ͷٯ૾͕X ͷ։ू߹X nf¡1(V ) ʹͳΔ͜ͱΛҙຯ͠f ͸
࿈ଓͰ͋Δɻ
ٯʹ f ͕࿈ଓͰ͋Δͱ͢Δͱ Y n V ͕։ू߹ͳΒ f¡1(Y n V ) ΋։ू߹Ͱ͋Δɻ্ࣜΑΓ
V ͕ดू߹ͳΒ f¡1(V ) ΋ดू߹ͱͳΔɻ ,
༗ݶݸͷดू߹ͷ࿨ू߹ͱͯ͠ද͞ΕΔू߹ͷؔ਺ͷ࿈ଓੑʹ͍ͭͯ࣍ͷ݁ՌΛࣔ͢ɻ
ิ୊ 1.12. XɼY ΛҐ૬ۭؒɼf : X ¡! Y Λ X ͔Β Y ΁ͷؔ਺ͱ͢ΔɻX ͸ดू߹ A1,
A2, :::, Ak ͷ࿨ू߹ X = A1 [ A2 [ ¢¢¢ [ Ak Ͱද͞Εɼf ͷ֤ Ajʢj = 1;2;:::;kʣ΁ͷ
੍ݶʢ֤ Aj ͷ఺Ͱఆٛ͞Εͨ f ͷ෦෼ʣ͕࿈ଓͰ͋Δͱ͢Δɻͦͷͱ͖ f ͸࿈ଓͰ͋Δɻ
ূ໌. ิ୊1.11ʹΑͬͯؔ਺f ͸͋ΒΏΔY ͷดू߹V ʹରͯ͠f¡1(V ) ͕ดू߹Ͱ͋Δͱ
͖࿈ଓͰ͋ΔɻV Λ Y ͷดू߹ͱ͢Δͱɼf ͷ֤ Ai ΁ͷ੍ݶ͕࿈ଓͰ͋Δ͔Βɼ͢΂ͯͷ
i = 1;2;:::;k ʹ͍ͭͯ f¡1(V ) \ Ai ͸ Ai ͷ૬ରҐ૬ʹ͓͍ͯดू߹Ͱ͋ΔɻAi ͸ X ͷด
ू߹Ͱ͋Δ͔Β Ai ͷ෦෼ू߹͸ͦΕ͕ X ͷดू߹Ͱ͋Δ৔߹ɼ·ͨͦͷ৔߹ʹͷΈ Ai ͷด
ू߹Ͱ͋Δɻ͕ͨͬͯ͠ f¡1(V ) \ Ai ͸ X ͷดू߹Ͱ͋Δɻf¡1(V ) ͸ i = 1;2;:::;k ʹͭ
͍ͯͷf¡1(V )\Ai ͷ࿨ू߹Ͱ͋Δ͕ɼ༗ݶݸͷดू߹ͷ࿨ू߹͸ดू߹Ͱ͋Δ͔Βf¡1(V )
͸ดू߹Ͱ͋Γɼ͕ͨͬͯ͠ิ୊ 1.11ʹΑͬͯ f ͸࿈ଓͰ͋Δɻ ,
13ิ୊ 1.13. f Λ X ͔Β Y ΁ͷ࿈ଓؔ਺ɼx1;x2;x3;::: Λ X ͷ఺ p ʹऩଋ͢Δ X ͷ఺ྻͰ
͋Δͱ͢Δɻͦͷͱ͖఺ྻ f(x1);f(x2);f(x3);::: ͸ f(p) ʹऩଋ͢Δɻ
ূ໌. V Λ f(p) ΛؚΉ Y ͷ։ू߹ͱ͢Δɻf ͸࿈ଓͰ͋Δ͔Β f¡1(V ) ͸ p ΛؚΉ X ͷ։
ू߹Ͱ͋Δɻ͕ͨͬͯ͠ j ¸ N ʹରͯ͠ xj 2 f¡1(V ) ͱͳΔΑ͏ͳࣗવ਺ N ͕͋Δɻͦͷ
ͱ͖ j ¸ N ʹରͯ͠ f(xj) 2 V Ͱ͋Δ͔Βɼf(xj) ͸ f(p) ʹऩଋ͢Δɻ ,
1.10 ಉ૬ɾಉ૬ࣸ૾
ఆٛ 1.10 (߃౳ࣸ૾ɼแؚࣸ૾ɼఆ஋ࣸ૾). Ґ૬ۭؒX ͔ΒX ΁ͷ࿈ଓؔ਺f(x) ͰɼX ͷ
֤఺xʹxࣗ਎ΛରԠͤ͞Δؔ਺Λ߃౳ࣸ૾(identity map)ͱݺͼidX ͱද͢ ʢid͸identity
ͷུͰ͋Δʣ ɻ·ͨɼA ½ X ʹ͍ͭͯɼA ͷ֤఺ʹͦͷ఺ࣗ਎ΛରԠͤ͞Δ A ͔Β X ΁ͷؔ
਺Λแؚࣸ૾ͱݺͼ iA Ͱද͢ʢi ͸ inclusion ͷུʣ ɻ͞Βʹɼ͢΂ͯͷ X ͷ఺Λ͋ΔͨͩҰ
ͭͷ Y ͷ఺ʹରԠͤ͞Δ X ͔Β Y ΁ͷؔ਺Λఆ஋ࣸ૾ͱݴ͏ɻ
ຊߘͰ͸఺͔Β఺΁ͷࣸ૾͚ͩΛߟ͑ΔͷͰʮࣸ૾ʯͱʮؔ਺ʯΛಉ͡ҙຯͰ༻͍Δɻ
ఆٛ 1.11 (ಉ૬ɾಉ૬ࣸ૾ (homeomorphism)). XɼY ΛҐ૬ۭؒͱ͢Δɻ࣍ͷ৚݅Λ
ຬͨ͢ X ͔Β Y ΁ͷؔ਺ h Λಉ૬ࣸ૾ͱݺͿɻ
(1). h ͸୯ࣹ͔ͭશࣹͰ͋Δɻͦͷͱ͖ Y ͔Β X ΁ͷٯؔ਺ʢٯࣸ૾ʣh¡1 ͕ଘࡏ͢Δɻ
(2). h ΋ɼͦͷٯؔ਺ h¡1 ΋࿈ଓͰ͋Δɻ
ʮ୯ࣹʯͱ͸ͦΕͧΕͷf(x) ʹରԠ͢Δx ͕ͨͩҰ͚ͭͩͰ͋Δ͜ͱΛɼશࣹͱ
͸͢΂ͯͷ Y ͷ఺ y 2 Y ʹ͍ͭͯͦΕʹରԠ͢Δ x ͕ଘࡏ͢Δ͜ͱΛҙຯ͢Δɻ
୯ࣹ͔ͭશࣹͳΒ͹͢΂ͯͷ y 2 Y ʹରԠ͢Δ x ͕͋Γɼ͔͠΋Ұͭͷ f(x) ʹ
ରԠ͢Δ x ͸Ұ͚ͭͩͰ͋Δ͔Β X ͷཁૉͱ Y ͷཁૉ͸ҰରҰʹରԠ͢Δɻͦ
ͷͱ͖શ୯ࣹͱ΋ݺ͹ΕΔɻh ͕શࣹͰͳ͚Ε͹ Y ͷཁૉશମ͕ରԠ͠ͳ͍ͷͰ
ٯؔ਺͸ఆٛͰ͖ͳ͍ɻ·ͨ h ͕୯ࣹͰͳ͚Ε͹͋Δ f(x) ʹରԠ͢Δ x ͕ෳ਺
͋ΔͷͰ΍͸Γٯؔ਺͕ఆٛͰ͖ͳ͍ɻٯʹ h ͕୯ࣹ͔ͭશࣹͰ͋Ε͹͢΂ͯͷ
Y ͷཁૉʹରͯͨͩ͠Ұͭͷ x ΛରԠͤ͞ΒΕΔͷͰٯؔ਺Λఆٛ͢Δ͜ͱ͕Ͱ
͖Δɻ
X ͔Β Y ΁ͷಉ૬ࣸ૾͕ଘࡏ͢Δͱ͖ೋͭͷҐ૬ۭؒ X ͱ Y ͸ಉ૬Ͱ͋ΔͱݴΘΕΔɻͦ
ͷͱ͖ X ͱ Y ͸ಉҰͷۭؒͱݟͳͯ͠΋Α͍ɻh ͱ h¡1 ͷ߹੒ؔ਺͸ X ͷ߃౳ࣸ૾Ͱ͋Δ
ʢh ʹΑͬͯ X, Y ͷ఺͕ҰରҰʹରԠͤ͞ΒΕɼh¡1 ʹΑͬͯٯ޲͖ʹҰରҰʹରԠͤ͞Β
ΕΔ͔Βݩͷ X ʹ఺ʹରԠ͢Δʣ ɼ͢ͳΘͪ h ± h¡1 = idXɼ·ͨ h¡1 ͱ h ͷ߹੒ؔ਺͸ Y
ͷ߃౳ࣸ૾Ͱ͋Δɼ͢ͳΘͪ h¡1 ± h = idY ɻ
͜ͷಉ૬ͱ͍͏ؔ܎͸࣍ʹఆٛ͢Δಉ஋ؔ܎Ͱ͋Δɻ
ఆٛ 1.12 (ಉ஋ؔ܎ (equivalence relation)). ͋Δू߹ͷཁૉʢxɼyɼz Ͱ୅දͤ͞Δʣ
ʹ͍ͭͯͷ͋Δؔ܎ R ͕࣍ͷ৚݅Λຬͨ͢ͱ͖ಉ஋ؔ܎Ͱ͋Δͱݴ͏ɻ
(1). ൓ࣹੑ (reﬂexivity)ɿ xRx Ͱ͋Δɻ
(2). ରশੑ (symmetry)ɿ xRy ͳΒ͹ yRx Ͱ͋Δɻ
14(3). ਪҠੑ (transitivity)ɿ xRy ͔ͭ yRz ͳΒ͹ xRz Ͱ͋Δɻ
ิ୊ 1.14. ಉ૬ͱ͍͏ؔ܎͸ಉ஋ؔ܎Ͱ͋Δɻ
ূ໌. Ґ૬ۭؒ X ʹ͍ͭͯ X ͔Β X ΁ͷ߃౳ࣸ૾͕ಉ૬ࣸ૾ͱͳΔͷͰ൓ࣹੑ͕੒Γཱͭ
ʢX ͱ X ͸ಉ૬ʣ ɻ͋Δؔ਺ f ͕ X ͔Β Y ΁ͷಉ૬ࣸ૾Ͱ͋Ε͹ f¡1 ͕ Y ͔Β X ΁ͷಉ૬
ࣸ૾ͱͳΔͷͰରশੑ΋੒ΓཱͭʢX ͱ Y ͕ಉ૬ͳΒ͹ Y ͱ X ΋ಉ૬ʣ ɻ
Ґ૬ۭؒX ͱY ͕ಉ૬ɼY ͱZ ͕ಉ૬Ͱ͋Ε͹ಉ૬ࣸ૾f : X ¡! Y ͱg : Y ¡! Z ͕
ଘࡏ͢Δɻf, g ͸શ୯ࣹ͔ͭ࿈ଓͰ͋Γɼٯࣸ૾ f¡1, g¡1 ΋શ୯ࣹɼ࿈ଓͰ͋Δɻ͕ͨͬ͠
ͯ߹੒ࣸ૾ g ± f ΋શ୯ࣹɼ࿈ଓɼͦͷٯࣸ૾ (g ± f)¡1 = f¡1g¡1 ΋શ୯ࣹɼ࿈ଓͰ͋Δ͔
Β g ± f ͕ X ͔Β Z ΁ͷಉ૬ࣸ૾ͱͳΓ X ͱ Z ͸ಉ૬Ͱ͋ΔɻҎ্ʹΑͬͯਪҠੑ΋੒Γ
ཱͪɼಉ૬ͱ͍͏ؔ܎͸ಉ஋ؔ܎Ͱ͋Δ͜ͱ͕ࣔ͞Εͨɻ ,
ྫ 1.3. ԁʢԁपɼ಺෦྆ํؚΉ΋ͷʣͱࡾ֯ܗʢपғɼ಺෦ΛؚΉʣ͸ಉ૬Ͱ͋Δɻ·ͣେ




࣍ʹద౰ͳେ͖͞ͷԁΛࡾ֯ܗͷ಺෦ʹೖΕΔʢ಺઀ͤͯ͞΋Α͍ʣ ɻԁͷ൒ܘΛ r(> 0)
ͱ͢Δɻԁͷத৺͔Β֎ଆ΁޲͚ͯ௚ઢΛҾ͖ࡾ֯ܗͷลʢ·ͨ͸௖఺ʣͱަΘͬͨ఺ͱத










; x 2 X
Λߟ͑Δͱɼ͜Ε͸ X ͔Β Y ΁ͷશ୯ࣹ͔ͭ࿈ଓͳؔ਺Ͱ͋Δʢf(0) = 0, x ¡! 1 ͷͱ͖




ͱͯ͠ x ʹ͍ͭͯղ͚͹ x ¸ 0ʢ͔ͭ y ¸ 0ʣͷͱ͖ x =
y











ΛಘΔɻ͜Ε΋શ୯ࣹɼ࿈ଓͰ͋Δʢf¡1(0) = 0, y ¡! 1 ͷͱ͖ f¡1(y) ¡! 1, y ¡! ¡1
ͷͱ͖ f¡1(y) ¡! ¡1ʣ ɻ
151.11 ۙ๣ɼดแɼ಺෦
͸͡Ίʹۙ๣Λఆٛ͢Δɻ
ఆٛ 1.13 (ۙ๣ (neighborhood)). X ΛҐ૬ۭؒɼx Λ X ͷ఺ɼN Λ x ΛؚΉ X ͷ෦෼
ू߹ͱ͢Δɻx 2 U ͓Αͼ U ½ N Λຬͨ͢։ू߹ U ͕͋ΔͳΒ͹ɼN ͸ x ͷۙ๣Ͱ͋Δͱ
ݴ͏ɻ
ิ୊ 1.15. X ΛҐ૬ۭؒͱ͢ΔͱɼX ͷ෦෼ू߹ V ͕ V ʹؚ·ΕΔ͋ΒΏΔ఺ͷۙ๣Ͱ͋
Δͱ͖ɼ·ͨͦͷͱ͖ʹͷΈ X ͷ։ू߹Ͱ͋Δɻ
ূ໌. ۙ๣ͱ։ू߹ͷఆٛʹΑΓ V ͕։ू߹Ͱ͋Ε͹ V ͸ͦΕؚ͕Ή͋ΒΏΔ఺ͷۙ๣Ͱ
͋ΔɻٯʹɼV ͕ͦΕؚ͕Ή͋ΒΏΔ఺ͷۙ๣Ͱ͋ΔͱԾఆ͢ΔͱɼV ͷ೚ҙͷ఺ʹ͍ͭͯ
v 2 Uv, Uv ½ V ͱͳΔΑ͏ͳ։ू߹ Uv ͕ଘࡏ͢ΔɻV ͸͜ͷΑ͏ͳ Uv ͷ࿨ू߹Ͱ͋Δ͔
Β։ू߹Ͱ͋ΔʢV ʹଐ͢Δ఺ v ͸ v 2 Uv Λຬͨ͢ Uv ʹଐ͢Δɻ·ͨ͢΂ͯͷ Uv ͸ V ʹ
ؚ·ΕΔ͔Β͢΂ͯͷ Uv ͷ࿨ू߹͸ V ͱҰக͢Δʣ ɻ ,
࣍ʹดแͱ಺෦Λఆٛ͢Δɻ
ఆٛ 1.14 (ดแ (closure)ɾ಺෦ (interior)). (1). X ΛҐ૬ۭؒɼ AΛͦͷ෦෼ू߹ ʢ෦
෼ۭؒͱ΋ݴ͏ʣͱ͢ΔɻA ΛؚΉX ͷด෦෼ू߹શମͷڞ௨෦෼ΛX ʹ͓͚ΔA ͷ
ดแͱݺͼ ¯ A ͱද͢ɻ
(2). X ΛҐ૬ۭؒɼA Λͦͷ෦෼ू߹ͱ͢ΔɻA ʹؚ·ΕΔ X ͷ։෦෼ू߹શମͷ࿨ू߹
Λ X ʹ͓͚Δ A ͷ಺෦ͱݺͼ A0 ͱද͢ɻ
A ͷดแ͸࣍ͷΑ͏ͳಛ௃Λ࣋ͭɻ
(1). A ͷดแ ¯ A ͸ A ΛؚΉดू߹Ͱ͋Δɻ ʢดू߹ͷڞ௨෦෼͸ดू߹Ͱ͋Δɻ ʣ
(2). F Λ A ΛؚΉ೚ҙͷดू߹ͱ͢Δͱ F ͸ ¯ A ΛؚΉɻ ʢ ¯ A ͸ F ͱଞͷดू߹ͷڞ௨෦෼
ʹؚ·Ε͍ͯΔɻ ʣ
ಉ༷ʹ A ͷ಺෦͸࣍ͷΑ͏ͳಛ௃Λ࣋ͭɻ
(1). A ͷ಺෦ A0 ͸ A ʹؚ·ΕΔ։ू߹Ͱ͋Δɻ ʢ։ू߹ͷ࿨ू߹͸։ू߹Ͱ͋Δɻ ʣ
(2). U Λ A ʹؚ·ΕΔ೚ҙͷ։ू߹ͱ͢Δͱ U ͸ A0 ʹؚ·ΕΔɻ ʢA0 ͸ U ͱଞͷ։ू߹
ͷ࿨ू߹ʹͳ͍ͬͯΔɻ ʣ
ิ୊ 1.16. X ΛҐ૬ۭؒɼA Λͦͷ෦෼ू߹ͱ͢ΔɻA ͷ఺ྻx1;x2;x3;::: ͕X ͷ఺p ʹ
ऩଋ͢Δͱ͖ɼp ͸ A ͷดแ ¯ A ͷ఺Ͱ͋Δɻ
ূ໌. F Λ A ΛؚΉ೚ҙͷดू߹ͱ͢Δͱ͢΂ͯͷ j ʹ͍ͭͯ xj 2 F Ͱ͋Δ͔Β p 2 F Ͱ
͋Δʢดू߹ʹ͓͚Δ఺ྻͷۃݶ͸ͦͷดू߹ʹଐ͢Δɼิ୊ 1.7ʣ ɻ͕ͨͬͯ͠ p 2 ¯ A ͕ಘ
ΒΕΔɻ ,
͜Ε͸ดแͷधཁͳੑ࣭Ͱ͋Δɻp ͸A ʹؚ·ΕΔͱ͸ݶΒͳ͍ɻͨͱ͑͹1 ࣍ݩϢʔΫϦο
υۭؒʹ͓͚Δ։۠ؒ (0;1) ͷ఺ྻ 1; 1
2; 1
3;::: ͸ 0 ʹऩଋ͢Δ͕ 0 ͸ (0;1) ʹ͸ؚ·Εͳ͍ɻ
͔ͦ͠͠ͷดแ [0;1] ʹ͸ؚ·ΕΔɻ
161.12 ϢʔΫϦουۭؒͷੵۭؒ
XɼY ΛͦΕͧΕϢʔΫϦουۭؒ RmɼRn ͷ෦෼ू߹Ͱ͋Δͱ͢ΔɻXɼY ͷ఺͸ͦΕ
ͧΕ m ݸɼn ݸͷ੒෼͔ΒͳΔ࠲ඪʢϕΫτϧʣͰද͞ΕΔɻX ͷ͋Δ఺ͷ࠲ඪͱ Y ͷ͋
Δ఺ͷ࠲ඪͱΛฒ΂ͯ࡞ΒΕΔ m + n ݸͷ੒෼͔ΒͳΔ࠲ඪͰද͞ΕΔ఺͸ϢʔΫϦουۭ
ؒ Rm+n ͷ఺ͱݟͳ͢͜ͱ͕Ͱ͖ΔɻͦͷΑ͏ͳ఺શମͷू߹Λ X £Y Ͱද͠ X ͱ Y ͷσ
ΧϧτੵʢCartesian productɼ͋Δ͍͸୯ʹੵʣͱݺͿɻۭؒͷσΧϧτੵ͸ੵۭؒͱݺ͹
ΕΔɻ
X £ Y ͸ Rm+n ͷ෦෼ू߹Ͱ͋ΔɻXɼY ͷ఺ΛͦΕͧΕ xɼyɼͦͷ࠲ඪΛ
x = (x1;x2;:::;xm); y = (y1;y2;:::;yn)
ͱ͢Δͱ X £ Y ͷ఺ͱͦͷ࠲ඪ͸
(x;y) = (x1;x2;:::;xm;y1;y2;:::;yn)
ͱද͞ΕΔɻ·ͨ X £ Y ͷ 2 ఺ؒͷڑ཭͸࣍ͷࣜΛຬͨ͢ɻ
j(x;y) ¡ (v;w)j2 = jx ¡ vj2 + jy ¡ wj2
͜Ε͸ڑ཭ͷఆ͔ٛΒಋ͔ΕΔɻ͜͜Ͱ v ͸ X ͷ఺ɼw ͸ Y ͷ఺Ͱ͋Δɻ
·ͣੵۭؒʹ͓͚Δ։ू߹ʹ͍ͭͯߟ͑ͯΈΑ͏ɻ
ิ୊ 1.17. X, Y ΛͦΕͧΕ Rm ͱ Rn ͷ෦෼ू߹ͱ͢Δɻ࣍ͷ৚͕݅੒Γཱͭͱ͖ɼ·ͨ
ͦͷͱ͖ʹͷΈ X £ Y ͷ෦෼ू߹ U ͸ X £ Y ʹ͓͍ͯ։ू߹Ͱ͋Δɻ
U ͷ೚ҙͷ఺ (v;w) ʹରͯ͠
f(x;y) 2 X £ Y : jx ¡ vj < ±1; jy ¡ wj < ±2g ½ U
Λຬͨ͢ ±1 > 0, ±2 > 0 ͕ଘࡏ͢Δɻ
ূ໌. ϢʔΫϦουۭؒʹ͓͚Δ։ू߹ͷఆٛʹΑΓX £Y ͷ෦෼ू߹U ͸ɼU ͷ೚ҙͷ఺
(v;w) ʹ͍ͭͯ
f(x;y) 2 X £ Y : j(x;y) ¡ (v;w)j < ±g ½ U
͕੒ΓཱͭΑ͏ͳ± ͕ଘࡏ͢Δͱ͖X £Y ͷ։ू߹Ͱ͋ΔɻU ͷ͋Δ఺Λ(v;w) ͱͯ͠ɼ͜
ͷ͕ࣜ੒ΓཱͭΑ͏ͳ ± ͕ଘࡏ͢ΔͱԾఆ͢Δɻ±1 = ±2 = 1 p
2± ͱ͓͘ͱ ±2
1 + ±2
2 = ±2 Ͱ͋
Δɻ͕ͨͬͯ͠ jx¡vj < ±1, jy ¡wj < ±2 Ͱ͋Ε͹ j(x;y)¡(v;w)j < ± ͕੒ΓཱͭʢϢʔ
ΫϦουۭؒʹ͓͚Δڑ཭ͷఆٛʹΑΓʣ ɻΏ͑ʹ (x;y) 2 U Ͱ͋Δɻ
ٯʹ࣍ͷ͕ࣜ੒ΓཱͭΑ͏ͳ ±1, ±2 ͕ଘࡏ͢ΔͱԾఆ͢Δɻ
f(x;y) 2 X £ Y : jx ¡ vj < ±1; jy ¡ wj < ±2g ½ U
±1, ±2 ͷ಺খ͍͞ํΛ± ͱ͓͘ɻj(x;y)¡(v;w)j < ± Ͱ͋Ε͹jx¡vj < ±1 ͔ͭjy¡wj < ±2
Ͱ͋Γɼ(x;y) 2 U Ͱ͋Δɻ ,
࣍ʹੵۭؒʹ͓͚Δؔ਺ͷ࿈ଓੑʹ͍ͭͯݕ౼͢Δɻ
17ิ୊ 1.18. X, Y , Z ΛͦΕͧΕ RmɼRnɼRk ͷ෦෼ू߹ͱ͢Δɻ࣍ͷ৚͕݅੒Γཱͭͱ͖ɼ
·ͨͦͷͱ͖ʹͷΈ X £ Y ͔Β Z ΁ͷؔ਺ f ͸࿈ଓͰ͋Δɻ
X £ Y ͷ೚ҙͷ఺ (v;w) ͓Αͼ೚ҙͷ࣮਺ " > 0 ʹରͯ͠ɼjx ¡ vj < ±1ɼ
jy¡wj < ±2 Λຬͨ͢͢΂ͯͷx 2 Xɼy 2 Y ʹ͍ͭͯjf(x;y)¡f(v;w)j < "
͕੒ΓཱͭΑ͏ͳ ±1, ±2 ͕ଘࡏ͢Δɻ
ূ໌. f Λ্ͷ৚݅Λຬͨ͢ X £ Y ͔Β Z ΁ͷؔ਺ͱ͢ΔɻU Λ Z ͷ։ू߹ͱ͠ɼf¡1(U)
͕ X £ Y ͷ։ू߹Ͱ͋Δ͜ͱΛࣔ͢ɻ
(v;w) Λ f¡1(U) ͷ఺ͱ͢Δͱ f(v;w) ͸ U ͷ఺Ͱ͋ΔɻU ͸ Z ͷ։ू߹Ͱ͋Δ͔Β
fz 2 Z : jz ¡ f(v;w)j < "g ½ U
Λຬ࣮ͨ͢਺ " ͕͋Δɻͦͷͱ͖ԾఆʹΑΓɼjx ¡ vj < ±1 ͓Αͼ jy ¡ wj < ±2 Λຬͨ͢
x 2 X, y 2 Y ʹ͍ͭͯ jf(x;y)¡f(v;w)j < "ɼ͕ͨͬͯ͠ f(x;y) 2 U ͕੒ΓཱͭΑ͏ͳ
࣮਺ ±1, ±2 ͕ଘࡏ͢ΔɻΏ͑ʹ
f(x;y) 2 X £ Y : jx ¡ vj < ±1; jy ¡ wj < ±2g ½ f¡1(U)
͕ಘΒΕΔ͔ΒɼZ ͷ֤։ू߹ U ʹ͍ͭͯ f¡1(U) ͸ X £ Y ʹ͓͍ͯ։ू߹Ͱ͋Γɼؔ਺
f : X £ Y ¡! Z ͸࿈ଓͰ͋Δɻ
ٯʹ f : X £ Y ¡! Z ͸࿈ଓͰ͋ΔͱԾఆͯ͠ΈΑ͏ɻ(v;w) Λ X £ Y ͷ఺ͱ͠ɼ࣮਺
" > 0 ΛͱΔɻ͢Δͱ
fz 2 Z : jz ¡ f(v;w)j < "g
͸ Z ͷ։ू߹Ͱ͋Γɼͦͷٯ૾΋ X £ Y ʹ͓͍ͯ։ू߹Ͱ͋ΔɻΑͬͯิ୊ 1.17ΑΓ
f(x;y) 2 X £ Y : jx ¡ vj < ±1; jy ¡ wj < ±2g
͕ fz 2 Z : jz ¡ f(v;w)j < "g ͷٯ૾ʹؚ·ΕΔΑ͏ͳ࣮਺ ±1, ±2 ͕ଘࡏ͢Δɻ͜Ε͸
jx¡vj < ±1ɼ jy¡wj < ±2 Λຬͨ͢͢΂ͯͷx 2 X, y 2 Y ʹ͍ͭͯjf(x;y)¡f(v;w)j < "
Ͱ͋Δ͜ͱΛҙຯ͢Δɻ ,
࣍ʹੵۭؒͷ෦෼ू߹͕։ू߹ͱͳΔ৚݅ʹ͍ͭͯߟ͑ͯΈΑ͏ɻ
ิ୊ 1.19. X, Y ΛͦΕͧΕ Rm, Rn ͷ෦෼ू߹ͱ͢ΔɻX £ Y ͷ෦෼ू߹ U ͸࣍ͷ৚݅
͕ຬͨ͞ΕΔͱ͖ɼ·ͨͦͷͱ͖ʹͷΈ X £ Y ͷ։ू߹Ͱ͋Δɻ
೚ҙͷ U ͷ఺ (v;w) ʹ͍ͭͯ v 2 V ,w 2 W ͔ͭ V £ W ½ U Λຬͨ͢Α͏ͳ
X ͷ։ू߹ V ͱ Y ͷ։ू߹ W ͕ଘࡏ͢Δɻ
ূ໌. U Λ X £ Y ͷ։ू߹ͱ͢Δɻͦͷͱ͖ิ୊ 1.17ΑΓ࣍ͷࣜΛຬͨ͢Α͏ͳ ±1 > 0,
±2 > 0 ͕ଘࡏ͢Δɻ
f(x;y) 2 X £ Y : jx ¡ vj < ±1; jy ¡ wj < ±2g ½ U
͜͜Ͱ
V = fx 2 X : jx ¡ vj < ±1g; W = fy 2 Y : jy ¡ wj < ±2g
18ͱ͓͘ͱɼV ͸X ͷ։ू߹ɼW ͸Y ͷ։ू߹Ͱ͋Γɼv 2 V , w 2 W, V £W ½ U ͱͳΔɻ
ٯʹ U ͕ X £Y ͷ෦෼ू߹Ͱ U ͷ೚ҙͷ఺ (v;w) ʹ͍ͭͯ X, Y ͷ։ू߹ V , W ͕͋ͬ
ͯ v 2 V , w 2 W ͔ͭ V £ W ½ U ͕੒ΓཱͭͱԾఆ͢Δɻ͢Δͱ (v;w) ʹ͍ͭͯ
fx : jx ¡ vj < ±1g ½ V
͓Αͼ
fy : jy ¡ wj < ±2g ½ W
ͱͳΔΑ͏ͳ ±1 > 0, ±2 > 0 ͕ଘࡏ͢Δɻͦͷͱ͖
f(x;y) 2 X £ Y : jx ¡ vj < ±1; jy ¡ wj < ±2g ½ V £ W ½ U
͕੒Γཱͭɻ͕ͨͬͯ͠ิ୊ 1.17ΑΓ U ͸ X £ Y ͷ։ू߹Ͱ͋Δɻ ,
1.13 ҰൠͷੵۭؒͱੵҐ૬
ू߹ X1, X2, :::, Xn ͷσΧϧτੵ (Cartesian product)X1 £ X2 £ ¢¢¢ £ Xn ͸ i =
1;2;:::; n ʹ͍ͭͯ xi 2 Xi ͱͯ͠ (x1;x2;:::;xn) Ͱද͞ΕΔ఺શମͷू߹Ͱ͋Δɻ2 ࣍
ݩɼ3 ࣍ݩͷϢʔΫϦουۭؒ R2, R3 ͸ͦΕͧΕ R ͷσΧϧτੵ R £ R, R £ R £ R ʹ౳
͍͠ɻσΧϧτੵ͸ෳ਺ͷม਺Λ࣋ͭؔ਺ͷఆٛҬΛද͢ͷʹΑ͘༻͍ΒΕΔɻͨͱ͑͹ X,
Y , Z Λू߹ͱͯؔ͠਺ Z ͷཁૉ͕ XɼY ͷཁૉʹΑܾͬͯ·ΔͳΒ͹ X £ Y ͔Β Z ΁ͷ
ؔ਺ f(x;y) : X £ Y ¡! Z ͕ಘΒΕΔɻX, Y , Z ΛҐ૬ۭؒͱͯ͠ X £ Y ͔Β Z ΁ͷؔ
਺ͷ࿈ଓੑʹ͍ͭͯߟ͑ͯΈΑ͏ɻͦͷͨΊʹ X ͱ Y ͷҐ૬͔Β X £ Y ͷҐ૬͕ࣗવʹಋ
͔ΕΔ͜ͱΛࣔ͢ɻ͜ͷΑ͏ʹͯ͠ಘΒΕΔ X £ Y ͷҐ૬ΛੵҐ૬ (product topology) ͱ
ݴ͏ɻ
V , W ͕ͦΕͧΕ X, Y ͷ։ू߹Ͱ͋Δͱ͖࣍ͷΑ͏ʹͯ͠ X £Y ͷ෦෼ू߹͕։ू߹Ͱ
͋Δ͜ͱ͕ఆٛ͞ΕΔɻ
ఆٛ 1.15. X, Y ΛҐ૬ۭؒͱ͢ΔɻX £ Y ͷ෦෼ू߹ U ͸ɼ࣍ͷ৚݅Λຬͨ͢ͱ͖ʢੵ
Ґ૬ʹ͓͍ͯʣX £ Y ͷ։ू߹Ͱ͋ΔͱݴΘΕΔɻ
೚ҙͷ (x;y) 2 U ʹ͍ͭͯ X, Y ͷ։ू߹ V , W Ͱ x 2 V , y 2 W ͔ͭ
V £ W ½ U ͱͳΔ΋ͷ͕͋Δɻ
ू߹ V £ W ͷཁૉ͸ v 2 V , w 2 W ͱͯ͠ (v;w) ͷΑ͏ʹද͞ΕΔ v ͱ w ͷରͰ͋Δɻͳ
͓ۭू߹͸ X £ Y ͷ։ू߹ͱݟͳ͞ΕΔɻ
·ͣ͜ͷΑ͏ʹͯ͠ఆٛ͞Εͨ X £Y ͷ։ू߹ͷ૊͕Ґ૬ʹͳΔ͜ͱΛݟͯΈΔɻҐ૬ʹ
ͳΔͱ͸Ґ૬ۭؒͷ։ू߹ͱͯ͠ͷ৚݅Λຬͨ͢͜ͱͰ͋Δɻ
ิ୊ 1.20. X, Y ΛҐ૬ۭؒͱ͢ΔͱɼX £ Y ͷ։ू߹ͷ૊͸Ґ૬Ͱ͋Δɻ
ূ໌. ఆٛʹΑۭͬͯू߹ͱશମͷू߹ X £ Y ͸ X £ Y ʹ͓͚Δ։ू߹Ͱ͋ΔʢX £ Y ʹ
͍ͭͯ͸ V , W ͱͯ͠ X, Y ࣗ਎ΛͱΕ͹Α͍ʣ ɻ
E Λ X £ Y ͷ͍͔ͭ͘ͷ։ू߹ͷ૊શମͷ࿨ू߹ʢແݶݸͰ΋Α͍ʣ ɼ(x;y) Λͦͷ఺ͱ
͢Δɻ͢Δͱɼͦͷ૊ʹؚ·ΕΔ͋Δ։ू߹ D ʹ͍ͭͯ (x;y) 2 D Ͱ͋Δɻ͕ͨͬͯ͠ʢ্
19ͷఆ͔ٛΒʣX, Y ͷ։ू߹ V , W Ͱ x 2 V , y 2 W ͔ͭ V £W ½ D Λຬͨ͢΋ͷ͕͋Δɻ
ͦͷͱ͖ V £ W ½ E Ͱ͋Δ͔Β E ͸ X £ Y ͷ։ू߹Ͱ͋Δɻ
X £Y ͷ։ू߹ U1, U2, :::, Um ʹ͍ͭͯ U = U1 \U2 \¢¢¢ \Umɼ(x;y) Λ U ͷ఺ͱ͢
Δʢ(x;y) ͸ U Λߏ੒͢Δ͢΂ͯͷू߹ʹଐ͍ͯ͠Δʣ ɻ͢Δͱ͢΂ͯͷ k = 1;2;:::;m ʹ
͍ͭͯ X, Y ͷ։ू߹ Vk, Wk Ͱ x 2 Vk, y 2 Wk ͔ͭ Vk £ Wk ½ Uk Λຬͨ͢΋ͷ͕͋Δɻ
V = V1 \ V2 \ ¢¢¢ \ Vm; W = W1 \ W2 \ ¢¢¢ \ Wm
ͱ͓͘ͱx 2 V , y 2 W Ͱ͋Δ ʢx͸֤Vk ʹɼ y ͸֤Wk ʹଐ͍ͯ͠Δʣ ɻ·ͨɼ k = 1;2;:::;m
ʹ͍ͭͯ V £W ½ Vk £Wk ½ Uk Ͱ͋Δ͔Β V £W ½ U Ͱ͋Δɻ͕ͨͬͯ͠ U ͸ X £Y
ͷ։ू߹Ͱ͋ΔɻҎ্ʹΑͬͯ X £ Y ͷ։ू߹͸Ґ૬Ͱ͋Δ͜ͱ͕ࣔ͞Εͨɻ ,
্ͷΑ͏ʹఆٛ͞Εͨ X £Y ͷҐ૬͕ੵҐ૬Ͱ͋ΔɻੵҐ૬͸ 2 ͭҎ্೚ҙͷ༗ݶݸͷू
߹ͷσΧϧτੵʹ֦ுͰ͖Δɻ
ఆٛ 1.16. X1, X2, :::, Xn ΛҐ૬ۭؒͱ͢ΔɻσΧϧτੵ X1 £ X2 £ ¢¢¢ £ Xn ͷ෦෼ू
߹ U ͸࣍ͷ৚݅Λຬͨ͢ͱ͖ʢੵҐ૬ʹ͓͍ͯʣX1 £X2 £¢¢¢£Xn ͷ։ू߹Ͱ͋ΔͱݴΘ
ΕΔɻ
೚ҙͷ U ͷ఺ p ʹ͍ͭͯ Xi(i = 1;2;:::;n) ͷ։ू߹ Vi Ͱ fpg ½ V1 £ V2 £
¢¢¢ £ Vn ½ U ͱͳΔ΋ͷ͕͋Δɻ
΍͸Γۭू߹͸ X1 £ X2 £ ¢¢¢ £ Xn ͷ։ू߹ͱݟͳ͞ΕΔɻ
͜ͷఆٛʹ΋ͱ͍ͮͯ 2 ͭҎ্೚ҙͷ༗ݶݸͷू߹ͷσΧϧτੵͷҐ૬ʹ͍ͭͯߟ͑ͯΈ
Α͏ɻ
ิ୊ 1.21. X1, X2, :::, Xn ΛҐ૬ۭؒͱ͢ΔͱɼX1 £ X2 £ ¢¢¢ £ Xn ͷ։ू߹ͷ૊͸Ґ
૬Ͱ͋Δɻ
ূ໌. X = X1 £ X2 £ ¢¢¢ £ Xn ͱ͢ΔɻఆٛʹΑۭͬͯू߹ͱ X ࣗ਎͸։ू߹Ͱ͋ΔʢX
ࣗ਎ʹ͍ͭͯ͸ Vi ͱͯ͠ Xi ΛͱΕ͹Α͍ʣ ɻ
E Λ X ͷ͍͔ͭ͘ͷ։ू߹ͷ૊ͷ࿨ू߹ɼp Λͦͷ఺ͱ͢Δɻ͢Δͱɼͦͷ૊ʹؚ·ΕΔ
͋Δ։ू߹ D ʹ͍ͭͯ p 2 D Ͱ͋Δɻ͕ͨͬͯ͠ Xi ͷ։ू߹ Vi(i = 1;2;:::;n) Ͱ
fpg ½ V1 \ V2 \ ¢¢¢ \ Vn ½ D ½ E
Λຬͨ͢΋ͷ͕͋ΔɻΏ͑ʹ E ͸ X ͷ։ू߹Ͱ͋Δɻ
X ͷ։ू߹U1, U2, :::, Um ʹ͍ͭͯU = U1\U2\¢¢¢\Umɼ pΛU ͷ఺ͱ͢Δ ʢp͸U Λ
ߏ੒͢Δ͢΂ͯͷू߹ʹଐ͍ͯ͠Δʣ ɻ͢Δͱk = 1;2;:::;m, i = 1;2;:::;n ʹ͍ͭͯXi ͷ
։ू߹Vki Ͱfpg ½ Vk1£Vk2£¢¢¢£Vkn ½ Uk Λຬͨ͢΋ͷ͕͋ΔɻVi = V1i\V2i\¢¢¢\Vmi
ͱ͢Δͱ
fpg ½ V1 £ V2 £ ¢¢¢ £ Vn ½ Vk1 £ Vk2 £ ¢¢¢ £ Vkn ½ Uk
͕ k = 1;2;:::;m ʹ͍ͭͯ੒Γཱͭʢi = 1;2;:::;n ʹ͍ͭͯ Vi ͸͢΂ͯͷ Vki(k =




ิ୊ 1.22. X1, X2, :::, Xn ͓Αͼ Z ΛҐ૬ۭؒͱ͢Δɻͦͷͱ͖ X1 £ X2 £ ¢¢¢ £ Xn ͔
Β Z ΁ͷؔ਺ f : X1 £ X2 £ ¢¢¢ £ Xn ¡! Z ͸࣍ͷ৚͕݅ຬͨ͞ΕΔͱ͖ɼ·ͨͦͷͱ͖
ʹͷΈ࿈ଓͰ͋Δɻ
೚ҙͷ X1 £ X2 £ ¢¢¢ £ Xn ͷ఺ p ͱ f(p) ΛؚΉ೚ҙͷ Z ͷ։ू߹ U ʹؔͯ͠
i = 1;2;:::;n ʹ͍ͭͯɼp 2 V1 £V2 £¢¢¢£Vn ͔ͭf(V1 £V2 £¢¢¢£Vn) ½ U
Λຬͨ͢Α͏ͳ Xi ͷ։ू߹ Vi ͕ଘࡏ͢Δɻ
ূ໌. i = 1;2;:::;n ʹ͍ͭͯ Vi Λ Xi ͷ։ू߹ɼU Λ Z ͷ։ू߹ͱ͢Δɻ͢Δͱ f(V1 £
V2 £ ¢¢¢ £ Vn) ½ U ͷͱ͖ɼ·ͨͦͷͱ͖ʹͷΈ V1 £ V2 £ ¢¢¢ £ Vn ½ f¡1(U) Ͱ͋Δʢ͜
Ε͸ f¡1 ͷఆ͔ٛΒಋ͔ΕΔʣ ɻ͕ͨͬͯ͠ɼf(p) 2 U Λຬͨ͢ X1 £ X2 £ ¢¢¢ £ Xn ͷ೚
ҙͷ఺ p ʹ͍ͭͯ f(V1 £ V2 £ ¢¢¢ £ Vn) ½ U Λຬͨ͢ Xi(i = 1;2;:::;n) ͷ։ू߹ Vi ͕ଘ
ࡏ͢Δͱ͖ɼ·ͨͦͷͱ͖ʹͷΈ f¡1 ͸ X1 £ X2 £ ¢¢¢ £ Xn ͷੵҐ૬ʹ͓͍ͯ։ू߹Ͱ͋
Δɻ ,
X1, X2, :::, Xn ΛҐ૬ۭؒɼVi Λ Xi(i = 1;2;:::;n) ͷ։ू߹ͱ͢ΔͱੵҐ૬ͷఆ͔ٛ
Β V1 £ V2 £ ¢¢¢ £ Vn ͸ X1 £ X2 £ ¢¢¢ £ Xn ͷ։ू߹Ͱ͋Δɻ
ఆཧ 1.23. X = X1 £ X2 £ ¢¢¢ £ Xn ͱ͢Δɻ͜͜Ͱ X1, X2, :::, Xn ͸Ґ૬ۭؒͰ͋Γɼ
X ʹ͸ੵҐ૬͕༩͑ΒΕ͍ͯΔɻ·֤ͨ i ʹ͍ͭͯ pi : X ¡! Xi Λ (x1;x2;:::;xn) 2 X
Λ xi ʹҠؔ͢਺ͱ͢Δɻ
pi ʹΑͬͯ͢΂ͯͷ (x1;x2;:::;xn) ͕ xi ʹҠ͞ΕΔɻ͜ͷΑ͏ͳؔ਺ΛࣹӨؔ
਺ (projection function) ͱݺͿɻ
ͦͷͱ͖ɼp1, p2, :::, pn ͸࿈ଓͰ͋Γɼ·ͨ pi ±f : Z ¡! Xi(i = 1;2;:::;n) ͕࿈ଓͰ͋
Δͱ͖ɼ·ͨͦͷͱ͖ʹͷΈ f : Z ¡! X ͸࿈ଓͰ͋Δɻ
ূ໌. V Λ Xi ͷ։ू߹ͱ͢Δͱ
p¡1
i (V ) = X1 £ ¢¢¢ £ Xi¡1 £ V £ Xi+1 £ ¢¢¢ £ Xn
ͱͳΔ͔Β p¡1
i (V ) ͸ X ʹ͓͍ͯ։ू߹Ͱ͋Δɻ͕ͨͬͯ͠ pi : X ¡! Xi ͸͢΂ͯͷ i ʹ
͍ͭͯ࿈ଓͰ͋Δɻf : Z ¡! X ͕࿈ଓͰ͋Δͱ͢Δͱɼ֤ i ʹ͍ͭͯ pi ± f : Z ¡! Xi
͸࿈ଓؔ਺ͷ߹੒ؔ਺ͱͳΓɼͦΕࣗ਎࿈ଓͰ͋Δɻ
ٯʹ֤ i ʹ͍ͭͯ pi ± f : Z ¡! Xi ͕࿈ଓͰ͋ΔͱԾఆ͢ΔɻU Λ X ͷ։ू߹ͱ͢Δͱ
͖ f¡1(U) ͕ Z ͷ։ू߹Ͱ͋Δ͜ͱΛࣔ͞ͳ͚Ε͹ͳΒͳ͍ɻ
z Λf¡1(U)ͷ఺ͱ͠ɼ f(z) = (u1;u2;:::;un)ͱ͢ΔɻU ͸X ͷ։ू߹Ͱ͋Δ͔ΒX1, X2,
:::, Xn ͦΕͧΕͷ։ू߹V1, V2, :::, Vn Ͱ͢΂ͯͷiʹ͍ͭͯui 2 Vi ͰV1£V2£¢¢¢£Vn ½
U Λຬͨ͢΋ͷ͕͋Δɻ͜͜Ͱ
Nz = f¡1
1 (V1) \ f¡1
2 (V2) \ ¢¢¢ \ f¡1
n (Vn)
ͱ͓͘ɻi = 1;2;:::;n ʹ͍ͭͯ fi = pi ± f Ͱ͋Δɻ͢΂ͯͷ i ʹ͍ͭͯ ui 2 Vi Ͱ͋Δ͔
Β z 2 Nz Ͱ͋Δɻ·֤ͨ i ʹ͍ͭͯ Vi ͕ Xi ͷ։ू߹Ͱɼfi ͕࿈ଓͰ͋Δ͔Β f¡1
i (Vi) ͸
21Z ͷ։ू߹Ͱ͋ΔɻNz ͸։ू߹ͷ༗ݶݸͷڞ௨෦෼Ͱ͋Δ͔ΒͦΕࣗ਎ Z ͷ։ू߹Ͱ͋Γɼ
͞Βʹ
f(Nz) ½ V1 £ V2 £ ¢¢¢ £ Vn ½ U
Ͱ͋Δ͔Β Nz ½ f¡1(U) Ͱ͋Δɻf¡1(U) ͸ͦΕʹؚ·ΕΔ͢΂ͯͷ z ʹ͍ͭͯͷ Nz ͷ࿨
ू߹ʹ౳͍͠ͷͰ։ू߹Ͱ͋Δʢf¡1(U) ʹؚ·ΕΔ͢΂ͯͷ z ʹ͍ͭͯ Nz ½ f¡1(U) Ͱ͋
Δʣ ɻ͕ͨͬͯ͠ f : Z ¡! X ͸࿈ଓͰ͋Δɻ ,
࣍ͷิ୊Ͱ͸ n ࣍ݩϢʔΫϦουۭؒ Rn ͷҐ૬ͱ n ݸͷ R ͷσΧϧτੵͷҐ૬ͱͷؔ܎
Λߟ͑Δɻ
ิ୊ 1.24. n ࣍ݩϢʔΫϦουۭؒ Rn ͷϢʔΫϦουͷڑ཭ʹΑΔҐ૬͸ Rn Λ R ͷσΧ
ϧτੵͱݟͳͨ͠ͱ͖ͷҐ૬ͱҰக͢Δɻ
ূ໌. Rn ͷ෦෼ू߹ U ͕ R ͷσΧϧτੵʹ͓͚ΔੵҐ૬ʹ͓͍ͯ։ू߹Ͱ͋Δͱ͖ɼ·ͨ
ͦͷͱ͖ʹͷΈʢϢʔΫϦουͷڑ཭ʹΑΔҐ૬ʹ͓͍ͯʣRn ͷ։ू߹Ͱ͋Δ͜ͱΛࣔ͞ͳ
͚Ε͹ͳΒͳ͍ɻ
U Λ Rn ͷ։ू߹ɼu 2 U ͱ͢Δɻ͢Δͱ
B(u;±) = fx 2 Rn : jx ¡ uj < ±g
ʹ͍ͭͯ B(u;±) ½ U ͕੒ΓཱͭΑ͏ͳ ± > 0 ͕ଘࡏ͢ΔɻI1, I2, :::, In Λ࣍ͷࣜͰఆٛ
͞ΕΔ R ʹ͓͚Δ։۠ؒͱ͢Δɻ








g (i = 1;2;:::;n)
I1, I2, :::, In ͸ R ͷ։ू߹Ͱ͋Δɻ͞Βʹ͢΂ͯͷ x 2 I1 £ I2 £ ¢¢¢ £ In ʹ͍ͭͯ
jx ¡ uj2 =
n X
i=1








fug ½ I1 £ I2 £ ¢¢¢ £ In ½ B(u;±) ½ U
͕੒Γཱͭɻ͕ͨͬͯ͠ Rn ͷϢʔΫϦουͷڑ཭ʹΑΔҐ૬ʹ͓͚Δ೚ҙͷ։ू߹ U ͸ n
ݸͷ R ͷσΧϧτੵͱͯ͠ͷ Rn ʹ͓͚ΔҐ૬ʹ͓͍ͯ΋։ू߹Ͱ͋Δɻ
ٯʹU ΛσΧϧτੵͱͯ͠ͷRn ͷ։ू߹ͱ͠ɼ u 2 U ͱ͢Δɻͦͷͱ͖֤i(i = 1;2;:::;n
ʹ͍ͭͯ ui 2 Vi Ͱ͋Γɼ͔ͭ V1 £ V2 £ ¢¢¢Vn ½ U Λຬͨ͢ R ͷ։ू߹ V1, V2, :::, Vn ͕
ଘࡏ͢Δɻ͕֤ͨͬͯ͠ i ʹ͍ͭͯ (ui ¡ ±i;ui + ±i) ½ Vi ͱͳΔΑ͏ͳ ±i > 0 ͕͋Δɻ± Λ
ͦͷΑ͏ͳ ±i ͷ಺ͷ࠷খͷ΋ͷͱ͢Δͱ x 2 B(u;±) Ͱ͋Ε͹ʢx = (x1;x2;:::;xn)ʣ͢΂
ͯͷ i ʹ͍ͭͯ jxi ¡ uij < ± Ͱ͋Δ͔Β
B(u;±) ½ V1 £ V2 £ ¢¢¢Vn ½ U
ΛಘΔɻҎ্ʹΑͬͯ n ݸͷ R ͷσΧϧτੵͱͯ͠ͷ Rn ͷҐ૬ʹ͓͚Δ։ू߹ U ͸ Rn ͷ
ϢʔΫϦουͷڑ཭ʹΑΔҐ૬ʹ͓͍ͯ΋։ू߹Ͱ͋Δɻ ,
࣍ͷ݁Ռ͸ఆཧ 1.23ɼิ୊ 1.24͔Βಋ͔ΕΔɻ
22ܥ 1.25. X ΛҐ૬ۭؒɼf : X ¡! Rn Λ X ͔Β Rn ΁ͷؔ਺ͱ͠ɼ͢΂ͯͷ x 2 X ʹͭ
͍ͯ
f(x) = (f1(x);f2(x);:::;fn(x))
ͱॻ͖ද͢ɻf ͷ੒෼ f1, f2, :::, fn ͸ͦΕͧΕ X ͔Β R ΁ͷؔ਺Ͱ͋Δɻͦͷͱ͖ f ͸֤
੒෼ f1, f2, :::, fn ͕࿈ଓͷͱ͖ɼ·ͨͦͷͱ͖ʹͷΈ࿈ଓͰ͋Δɻ
X ΛҐ૬ۭؒͱͯ͠ f, g ͕ X ͔Β R ΁ͷ࿈ଓؔ਺Ͱ͋Δͱ͖ɼf + g, f ¡ g, f ¢ gʢ߹
੒ؔ਺Ͱ͸ͳ͘ f ͷ஋ͱ g ͷ஋ͷੵʣ͸࿈ଓͰ͋Δɻ·ͣ s(x;y) = x + y, p(x;y) = xy
Ͱఆٛ͞ΕΔ࣮਺ͷ࿨ͱੵɼs : R2 ¡! R, p : R2 ¡! R ͸໌Β͔ʹ࿈ଓͰ͋Δɻ·ͨ
h(x) = (f(x);g(x)) Ͱఆٛ͞ΕΔؔ਺h : X ¡! R2 ʹΑͬͯf +g = s±hɼf ¢g = p±h ͱ
ද͞ΕΔɻ͞Βʹɼ ܥ1.25ΑΓh͸࿈ଓͰ͋Δɻ࿈ଓؔ਺ͷ߹੒ؔ਺͸࿈ଓͰ͋Δ͔Βf +gɼ
f ¢g ͕࿈ଓͰ͋Δ͜ͱ͕Θ͔Δɻ·ͨ¡g ͸࿈ଓͰ͋Δ͔Βf ¡g = f +(¡g) ΋࿈ଓͰ͋Δɻ
࠷ޙʹϋ΢ευϧϑۭؒͷσΧϧτੵ͕ϋ΢ευϧϑۭؒͰ͋Δ͜ͱΛݟ͓ͯ͜͏ɻ
ิ୊ 1.26. ϋ΢ευϧϑۭؒ X1, X2, :::, Xn ͷσΧϧτੵ X1 £ X2 £ ¢¢¢ £ Xn ͸ϋ΢ε
υϧϑۭؒͰ͋Δɻ
ূ໌. X = X1 £ X2 £ ¢¢¢ £ Xn ͱ͠ɼu = (x1;x2;:::;xn), v = (y1;y2;:::;yn) Λ X ͷҟ
ͳΔ 2 ఺ͱ͢Δɻ͢Δͱ 1 ͔Β n ·Ͱͷগͳ͘ͱ΋͋ΔҰͭͷ൪߸ i ʹ͍ͭͯ xi 6= yi ͱͳͬ
͍ͯΔɻͦͷͱ͖֤ Xi ͸ϋ΢ευϧϑۭؒͰ͋Δ͔Β Xi ͷ։ू߹ U, V Ͱ xi 2 U, yi 2 V
͔ͭ U \ V = ; Λຬͨ͢΋ͷ͕͋Δɻpi : X ¡! Xi ΛࣹӨؔ਺ͱ͢Δͱɼpi ͸࿈ଓͰ͋Δ
͔Β p¡1
i (U), p¡1
i (V ) ͸ X ͷ։ू߹Ͱ͋Δɻ͞Βʹ xi 2 U, yi 2 V Ͱ͋Δ͔Β u 2 p¡1
i (U),
v 2 p¡1
i (V ) ͔ͭ p¡1
i (U) \ p¡1
i (V ) = ; ͱͳΔʢ͢ͳΘͪ u 2 U0, v 2 V 0 ͔ͭ U0 \ V 0 = ;
ͱͳΔΑ͏ͳ։ू߹U0, V 0 ͕͋ΔɻU \V = ; Ͱ͋Δ͔Βp¡1
i (U)\p¡1
i (V ) = ; Ͱ͋Δʣͷ
Ͱ X ͸ϋ΢ευϧϑۭؒͰ͋Δɻ ,
1.14 ίϯύΫτۭؒ
X ΛҐ૬ۭؒɼA Λͦͷ෦෼ू߹ͱ͢ΔɻX ͷ෦෼ू߹ͷ૊͕͋ΓɼA ͷ͋ΒΏΔ఺͕ͦ
ͷ෦෼ू߹ͷগͳ͘ͱ΋Ұͭʹଐ͍ͯ͠Δͱ͖ɼͦͷ෦෼ू߹ͷ૊͕A Λඃ෴͢Δ(cover) ͱ
ݴ͏ɻಛʹͦͷ෦෼ू߹͕͢΂ͯ։ू߹Ͱ͋Δ৔߹ɼ෦෼ू߹ͷ૊Λ։ඃ෴ͱݺͿɻ
U ͱ V ͕͋ΔҐ૬ۭؒ X ͷ։ඃ෴Ͱ͋Δͱ͖ɼV ʹؚ·ΕΔू߹͕͢΂ͯ U ʹؚ·Εͯ
͍ΔͳΒ͹ɼV ͸ U ͷ෦෼ඃ෴Ͱ͋Δͱݴ͏ɻ͜͜ͰʮίϯύΫτۭؒʯΛఆٛ͢Δɻ








23ิ୊ 1.27. X ΛҐ૬ۭؒͱ͢ΔɻX ͷ෦෼ू߹ A ͸࣍ͷ৚͕݅ຬͨ͞ΕΔͱ͖ɼ·ͨͦͷ
ͱ͖ʹͷΈ A ͷ૬ରҐ૬ʹ͓͍ͯίϯύΫτͰ͋Δɻ
A Λඃ෴͢Δ X ͷ։ू߹ͷ͍͔ͳΔ૊ U ʹ͍ͭͯ΋ɼA ½ V1 [V2 [¢¢¢[Vr ͱ
ͳΔΑ͏ͳ U ʹؚ·ΕΔ༗ݶݸͷू߹ͷ૊ V1;V2;¢¢¢ ;Vr ͕͋Δɻ
ূ໌. A ͷ෦෼ू߹ B ͸ X ͷ͋Δ։ू߹ V ʹΑͬͯ V \ A ͱද͞ΕΔͱ͖ɼ·ͨͦͷͱ͖
ʹͷΈ A ͷ։ू߹Ͱ͋Δɻ͕ͨͬͯ͠ A ½ V1 [ V2 [ ¢¢¢ [ Vr ͱͳ͍ͬͯΕ͹ A ͸ V1 \ A,
V2 \ A, :::, Vr \ A ʹΑͬͯඃ෴͞Εɼ·ͨͦ͏ͳ͍ͬͯͳ͚Ε͹ඃ෴͞Εͳ͍ɻ ,
࣍ʹ1 ࣍ݩϢʔΫϦουۭؒʹ͓͚Δดͨ۠ؒ͡ͷίϯύΫτੑʹ͍ͭͯߟ͑ͯΈΔ͕ɼͦ
ͷલʹ࣍ͷఆཧͷূ໌ʹඞཁͱͳΔ࣮਺ͷੑ࣭Λݟ͓ͯ͜͏ɻ
ఆٛ 1.18 (࣮਺ͷू߹ͷ্ք (upper bound)ɾԼք (lower bound)). D Λ࣮਺ͷू߹
ʢ͢ͳΘͪ R ͷ෦෼ू߹ʣͱ͢Δɻ͋Δ࣮਺ u ͕͢΂ͯͷ x 2 D ʹରͯ͠ x · u Λຬͨ͢ͱ
͖ D ͷ্քͱݺͿɻͦͷΑ͏ͳ্ք͕ଘࡏ͢Δ৔߹ɼD ͸্ʹ༗ք (bounded above) Ͱ͋
Δͱݴ͏ɻ·ͨɼ͋Δ࣮਺l ͕͢΂ͯͷx 2 D ʹରͯ͠x ¸ l Λຬͨ͢ͱ͖D ͷԼքͱݺͿɻ
ͦͷΑ͏ͳԼք͕ଘࡏ͢Δ৔߹ɼD ͸Լʹ༗ք (bounded below) Ͱ͋Δͱݴ͏ɻ
uɼl ͸Ұ͚ͭͩͰ͸ͳ͘৚݅Λຬ࣮ͨ͢਺͕͢΂্ͯքɼԼքͰ͋Δɻ
ఆٛ 1.19 (࣮਺ͷू߹ͷ্ݶ (supremum)ɾԼݶ (inﬁmum)). D Λ্ʹ༗քͳ࣮਺ͷू
߹ͱ͢Δɻ͋Δ࣮਺ s ͕ D ͷ্քͰ͋ͬͯɼ͔ͭ͢΂ͯͷ D ͷ্ք u ʹରͯ͠ s · u Λຬ
ͨ͢ͱ͖ɼD ͷ্ݶͱݺͼɼsupD ͱද͢ɻ্ݶ͸࠷খͷ্քͰ͋Δɻ
D ΛԼʹ༗քͳ࣮਺ͷू߹ͱ͢Δɻ͋Δ࣮਺ t ͕ D ͷԼքͰ͋ͬͯɼ͔ͭ͢΂ͯͷ D ͷԼ
ք l ʹରͯ͠ t ¸ l Λຬͨ͢ͱ͖ɼD ͷԼݶͱݺͼɼinfD ͱද͢ɻԼݶ͸࠷େͷԼքͰ͋Δɻ
্ݶɼԼݶࣗ਎͕ D ʹଐ͢Δͱ͸ݶΒͳ͍ɻ΋্͠ݶ͕ D ʹଐͤ͹ͦΕ͸ D ͷ࠷େ஋Ͱ
͋ΓɼԼݶ͕ D ʹଐͤ͹ͦΕ͸ D ͷ࠷খ஋Ͱ͋Δɻٯʹ্ݶ͕ D ʹଐ͞ͳ͍ͱ͖ʹ͸ D ʹ






Dedekind ͷ࿈ଓੑެཧ D, E ͕࣮਺ʢRʣͷ෦෼ू߹Ͱ
(1). R = D [ E; D \ E;= ; D 6= ;; E 6= ;














A = fS ͷ্քͰͳ͍਺ͷશମ g; B = fS ͷ্քͷશମ g
͜ΕΒҎ֎ʹ S ʹଐ͢Δ࣮਺͸ͳ͘ɼA ʹଐ͢Δ਺͸ B ʹଐ͢Δ਺ΑΓখ͍͞ͷͰ͜ͷ෼͚
ํ͸࣮਺ͷ੾அʹͳ͍ͬͯΔɻ͕ͨͬͯ͠࿈ଓੑެཧʹΑͬͯ A ʹ࠷େ஋͕͋Δ͔ B ʹ࠷খ
஋͕͋ΔɻA ʹ࠷େ஋͕͋ΔͱԾఆͯͦ͠ͷ࠷େ஋Λ ® ͱ͢ΔͱɼͦΕ͸ S ͷ্քͰ͸ͳ͍
͔Β S ʹ ® < s ͱͳΔΑ͏ͳ s ͕͋Δɻͦ͜Ͱ ¯ = 1
2(® + s) ͱ͓͚͹ ® < ¯ < s Ͱ͋Δ͔




A = fS ͷԼքͰͳ͍਺ͷશମ g; B = fS ͷԼքͷશମ g
͜ΕΒҎ֎ʹ S ʹଐ͢Δ࣮਺͸ͳ͘ɼA ʹଐ͢Δ਺͸ B ʹଐ͢Δ਺ΑΓେ͖͍ͷͰ͜ͷ෼͚
ํ͸࣮਺ͷ੾அʹͳ͍ͬͯΔɻ͕ͨͬͯ͠࿈ଓੑެཧʹΑͬͯ A ʹ࠷খ஋͕͋Δ͔ B ʹ࠷େ
஋͕͋ΔɻA ʹ࠷খ஋͕͋ΔͱԾఆͯͦ͠ͷ࠷খ஋Λ ® ͱ͢ΔͱɼͦΕ͸ S ͷԼքͰ͸ͳ͍
͔Β S ʹ s < ® ͱͳΔΑ͏ͳ s ͕͋Δɻͦ͜Ͱ ¯ = 1
2(s + ®) ͱ͓͚͹ s < ¯ < ® Ͱ͋Δ͔
Β ¯ ͸ S ͷԼքͰ͸ͳ͍ɻ͕ͨͬͯ͠ ¯ ͸ A ʹଐ͞ͳ͚Ε͹ͳΒ͍ͳ͍͕͜Ε͸ ® ͕ A ͷ
࠷খ஋Ͱ͋Δ͜ͱͱໃ६͢ΔɻΑͬͯ B ʹ࠷େ஋͕ଘࡏ͠ɼͦΕ͕ԼݶͱͳΔɻ
ఆཧ 1.28 (ϋΠωɾϘϨϧ (Heine-Borel) ͷఆཧ). aɼb Λ a < b Ͱ͋ΔΑ͏ͳ࣮਺ͱ͢
Δͱ͖ɼด۠ؒ [a;b] ͸ίϯύΫτͰ͋Δɻ
ূ໌. U Λ[a;b] ͷ֤఺͕ͦͷதͷগͳ͘ͱ΋Ұͭͷ։ू߹ʹؚ·Ε͍ͯΔΑ͏ͳ R ͷ։ू߹
ͷ૊Ͱ͋Δͱ͢ΔɻҎԼͰ͸ [a;b] ͕༗ݶݸͷͦͷΑ͏ͳ։ू߹Ͱඃ෴͞ΕΔ͜ͱΛࣔ͢ɻ
S Λ [a;¿] ͕ U ʹଐ͢Δ༗ݶݸͷ։ू߹Ͱඃ෴͞ΕΔΑ͏ͳ۠ؒͱͳΔ ¿ 2 [a;b] ͷू߹ͱ
͠ɼs = supS ͱ͢Δɻs ͸ U ͷ͋Δू߹ W ʹଐ͍ͯ͠Δ (s 2 W)ɻW ͸ R ͷ։ू߹Ͱ͋
Δ͔Β (s ¡ ±;s + ±) ½ W Λຬͨ͢ ± > 0 ͕ଘࡏ͢Δɻ͞Βʹ s ¡ ± ͸ S ͷ্ݶͰ͸ͳ͍͔
Β ¿ > s ¡ ± Λຬͨ͢ ¿ 2 S ͕ଘࡏ͢Δɻ͕ͨͬͯ͠ S ͷఆٛʹΑΓɼ[a;¿] ͸ U ʹଐ͢Δ
༗ݶݸͷ։ू߹ͷ૊ V1, V2, :::, Vr ʹΑͬͯඃ෴͞ΕΔɻ
t 2 [a;b] Λ ¿ · t < s + ± Λຬͨ͢Α͏ʹͱΔɻ͢Δͱ
[a;t] ½ [a;¿] [ (s ¡ ±;s + ±) ½ V1 [ V2 [ ¢¢¢ [ Vr [ W
͕੒Γཱ͔ͭΒɼ[a;t] ͸༗ݶݸͷ։ू߹Ͱඃ෴͞Ε t 2 S Ͱ͋Δɻಛʹ s 2 S Ͱ͋Γɼ͞Β
ʹ s = b Ͱ͋ΔɻͳͥͳΒ͹ͦ͏Ͱͳ͚Ε͹ s ͸ S ͷ্քͱ͸ͳΒͳ͍ʢs < b Ͱ͋Ε͹ɼ
s ¡ ± < t < s + ± Λຬͨ͢ t ͕ S ʹଐ͢Δɻ͔͠͠ɼͨͱ͑͹ t = s + 1
2± ͱ͢Δͱ t > s ͱ
ͳΓ s ͕ S ͷ্քͱ͸ͳΒͳ͍ʣ ɻ͕ͨͬͯ͠ b 2 S Ͱ͋Γ [a;b] ͸ U ʹଐ͢Δ༗ݶݸͷؒू
߹ͷ૊ʹΑͬͯඃ෴͞ΕΔɻ ,
25͜ͷΑ͏ʹด۠ؒ͸ίϯύΫτͰ͋Δ͕ɼ։۠ؒ͸ίϯύΫτͰ͸ͳ͍ɻ։۠ؒ (¡1;1) Λ
ߟ͑ͯΈΑ͏ɻ։۠ؒͷ૊ (¡1 + 1
n;1 ¡ 1
n)(n = 2;3;:::) ΛͱΔͱ (¡1;1) ͸͜ͷ։۠ؒͷ
ແݶݸͷ૊ʹΑͬͯඃ෴͞ΕΔʢ(¡1;1) ʹଐ͢Δ͍͔ͳΔ఺΋͍ͣΕ͔ͷ (¡1 + 1
n;1 ¡ 1
n)
ʹଐ͢Δʣ ɻ͔͠͠ɼͲ͏ͷΑ͏ʹ༗ݶݸͷ (¡1 + 1
n;1 ¡ 1




ิ୊ 1.29. A Λ͋ΔίϯύΫτͳҐ૬ۭؒ X ͷด෦෼ू߹Ͱ͋Δͱ͢ΔͱɼA ͸ίϯύΫ
τͰ͋Δɻ
ূ໌. U ΛA Λඃ෴͢ΔX ͷ։ू߹ͷ૊Ͱ͋Δͱ͢ΔɻU ʹ։ू߹X nA Λ෇͚Ճ͑ΔͱX
Λඃ෴͢Δ։ඃ෴ΛಘΔʢU ʹଐ͢Δ։ू߹ͷ࿨ू߹͸ A ΛؚΉɻ͕ͨͬͯͦ͠Εͱ X n A
ͱͷ࿨ू߹͸ X ΛؚΉʣ ɻX ͸ίϯύΫτͰ͋Δ͔Β͜ͷ։ඃ෴ʹ͸༗ݶͷ෦෼ඃ෴͕͋Δɻ
͞Βʹ A ͸ɼ͜ͷ༗ݶ෦෼ඃ෴ʹଐ͢Δ U ͷू߹ͷ૊ʹଐ͢Δ։ू߹ʹΑͬͯඃ෴͞ΕΔɻ
͕ͨͬͯ͠ิ୊ 1.27ʹΑΓ A ͸ίϯύΫτͰ͋Δɻ ,
࣍ʹίϯύΫτͳू߹ͷ఺͔Β࿈ଓؔ਺ʹΑͬͯҠ͞ΕΔ఺ͷू߹΋·ͨίϯύΫτͰ͋
Δ͜ͱΛࣔ͢ɻ
ิ୊ 1.30. f ΛҐ૬ۭؒ X ͔Β Y ΁ͷ࿈ଓؔ਺ɼA Λ X ͷίϯύΫτͳ෦෼ू߹ͱ͢Δɻ
ͦͷͱ͖ f(A) ͸ Y ͷίϯύΫτͳ෦෼ू߹Ͱ͋Δʢf(A) ͸ؔ਺ f ʹΑͬͯ A ͷ఺͔ΒҠ
͞ΕΔ఺શମͷू߹ʣ ɻ
ূ໌. V Λf(A)Λඃ෴͢ΔY ͷ։ू߹ͷ૊Ͱ͋Δͱ͢Δͱɼ A͸V 2 V ʹର͢Δf¡1(V )ͱ
͍͏ܗͷ։ू߹શମʹΑͬͯඃ෴͞ΕΔɻͭ·ΓͦͷΑ͏ͳ f¡1(V ) ͷ૊͸ A ͷ։ඃ෴Ͱ͋
ΔɻA͸ίϯύΫτͰ͋Δ͔Β༗ݶ෦෼ඃ෴ɼ ͢ͳΘͪV ʹଐ͢Δ༗ݶݸͷू߹V1;V2;:::;Vk
Ͱ࣍ͷ৚݅Λຬͨ͢΋ͷ͕͋Δɻ
A ½ f¡1(V1) [ f¡1(V2) [ ¢¢¢ [ f¡1(Vk)
ͦ͏͢Δͱ f(A) ½ V1 [ V2 [ ¢¢¢ [ Vk ͕੒Γཱͪ f(A) ͸ίϯύΫτͰ͋Δ ,
f(A) ͷ೚ҙͷ఺͸ f ʹΑͬͯ A ͷ͋Δ఺͔ΒҠ͞ΕΔ͕ɼA ͷ఺͸͢΂ͯ
f¡1(V1) [ f¡1(V2) [ ¢¢¢ [ f¡1(Vk) ʹؚ·Ε͍ͯΔɻͭ·Γɼf(A) ͷ఺͸͍




ิ୊ 1.31. f ΛίϯύΫτͳҐ૬ۭؒ X ͔Β 1 ࣍ݩϢʔΫϦουۭؒʢ࣮਺ͷۭؒʣR ΁ͷ
࿈ଓؔ਺ͱ͢Δɻͦͷͱ͖ f ͸ X ʹ্͓͍ͯɼԼʹ༗քͰ͋Δɻ
ূ໌. ิ୊ 1.30ΑΓ f(X) ͷ஋Ҭ͸ίϯύΫτͰ͋ΔɻR ͸͋Δࣗવ਺ m 2 N ʹΑͬͯ
(¡m;m) ͷܗʹද͞ΕΔ։۠ؒͷ૊ʹΑͬͯඃ෴͞ΕΔʢm Λ 1 ͔ΒॱʹͱΓɼແݶݸͷ։
۠ؒͷ࿨ू߹Λߟ͑Ε͹Α͍ʣ ɻ
26ແݶݸͷ࿨ू߹Λߟ͑Δͱݴͬͯ΋m ͕ແݶେͱ͍͏਺ʹͳΓಘΔͱߟ͑ΔΘ͚
Ͱ͸ͳ͍ɻR ʹଐ͢Δʢͦͷઈର஋͕ʣ͍͔ʹେ͖ͳ࣮਺΋ m Λॆ෼ʹɼͭ·Γ
ͦͷ਺ΑΓେ͖͘ͱΕ͹ (¡m;m) ͷ࿨ू߹ʹؚ·ΕΔͱ͍͏͜ͱͰ͋Δɻ
ͦͷ෦෼ू߹Ͱ͋Δ f(X) ͷ஋Ҭ΋ͦͷΑ͏ͳ։۠ؒͷ૊ʹΑͬͯඃ෴͞ΕΔ͕ɼίϯύΫ
τੑʹΑͬͯ༗ݶݸͷͦͷΑ͏ͳ۠ؒ I1;I2;:::;Ik ʹΑͬͯඃ෴͞ΕΔɻ͕ͨͬͯ͠ M Λ
(¡M;M) ͕ I1;I2;:::;Ik ͷதͰ࠷େͷ۠ؒͱͳΔΑ͏ʹͱΕ͹ f(X) ½ (¡M;M) ͱͳΔɻ
Ώ͑ʹ f ͸্ʹ΋Լʹ΋༗քͰ͋Δɻ ,
͜ΕΛ౿·͑ͯίϯύΫτͳҐ૬্ۭؒͷ࣮਺஋ؔ਺ʹ͸࠷େ஋ɼ࠷খ஋͕ଘࡏ͢Δ͜ͱ
Λࣔ͢ɻ
ิ୊ 1.32. f ΛίϯύΫτͳҐ૬ۭؒ X ͔Β R ΁ͷ࿈ଓؔ਺ͱ͢Δɻͦͷͱ͖͢΂ͯͷ
x 2 X ʹ͍ͭͯ f(u) · f(x) · f(v) ͱͳΔΑ͏ͳ X ͷ఺ u, v ͕͋Δɻ
ূ໌. m = infff(x) : x 2 Xg, M = supff(x) : x 2 Xg ͱ͢Δʢm = infff(x) : x 2 Xg
͸͢΂ͯͷ x 2 X ʹ͍ͭͯ m · f(x) Λຬͨ͢࠷େͷ࣮਺ͰԼݶɼ·ͨ M = supff(x) :
x 2 Xg ͸͢΂ͯͷ x 2 X ʹ͍ͭͯ M ¸ f(x) Λຬͨ͢࠷খͷ࣮਺Ͱ্ݶͰ͋ΔɻmɼM ࣗ
਎͕ f(x) ͷ஋Ͱ͋Δͱ͸ݶΒͳ͍ͷͰ࠷େ஋ɼ࠷খ஋ͱ͸ҙຯ͕ҟͳΔɻ࠷େ஋ɼ࠷খ஋͸
X ʹؚ·ΕΔ x ʹ͍ͭͯͷ f(x) ͷ஋Ͱͳ͚Ε͹ͳΒͳ͍ɻ ʣ΋͢͠΂ͯͷ x 2 X ʹ͍ͭͯ
f(x) < M Ͱ͋Δͱ͢Δͱɼx 2 X ʹ͍ͭͯ g(x) = 1
M¡f(x) ͱͳΔΑ͏ͳؔ਺Λߟ͑Ε͹ɼ
࿈ଓͰ্͔ͭʹ༗քͰ͸ͳ͍ʢg(x) = 1
M¡f(x) ͸ y = f(x) ͱ z = 1
M¡y ͷ߹੒ؔ਺Ͱ͋Γɼ
ͦΕͧΕ͸࿈ଓͰ͋Δɻ·ͨ M ͸ f(x) ͷ্ݶͰ͋Δ͔Β͍͘ΒͰ΋ M ʹ͍ۙ f(x) ͷ஋͕
͋Δɻ΋͋͠Δ M0 < M ʹ͍ͭͯ f(x) · M0 Ͱ͋Ε͹ M ͸্ݶͰ͸ͳ͍ɻ ʣ ɻ͔͜͠͠Ε͸
ิ୊1.31ʹໃ६͢Δɻ͕ͨͬͯ͠f(v) = M ͱͳΔv 2 X ͕͋Δɻಉ༷ʹɼ͢΂ͯͷx 2 X
ʹ͍ͭͯ f(x) > m Ͱ͋Δͱ͢Δͱɼx 2 X ʹ͍ͭͯ h(x) = 1
f(x)¡m ͱͳΔΑ͏ͳؔ਺Λߟ
͑Ε͹ɼ࿈ଓͰ্͔ͭʹ༗քͰ͸ͳ͍ʢm ͸ f(x) ͷԼݶͳͷͰ͍͘ΒͰ΋ m ʹ͍ۙ f(x) ͷ
஋͕͋Δɻ΋͋͠Δ m0 > m ʹ͍ͭͯ f(x) ¸ m0 Ͱ͋Ε͹ m ͸ԼݶͰ͸ͳ͍ɻ ʣ ɻ͕ͨͬ͠




ิ୊ 1.33. A Λڑ཭ۭؒ X ͷίϯύΫτͳ෦෼ू߹ͱ͢Δͱ A ͸ดू߹Ͱ͋Δɻ
ূ໌. p Λ A ʹؚ·Εͳ͍ X ͷ఺ɼd Λ X ͷڑ཭ؔ਺ͱͯ͠ f(x) = d(x;p) ͱ͢ΔɻA ͸
ίϯύΫτͰ͋Δ͔Βิ୊ 1.32ΑΓ͢΂ͯͷ a 2 A ʹ͍ͭͯ f(a) ¸ f(q) ͱͳΔΑ͏ͳ఺
q 2 A ͕͋Δʢq ͸ p ʹ࠷΋͍ۙ A ͷ఺Ͱ͋Δɻ ʣ ɻq 6= p Ͱ͋Δ͔Β f(q) > 0 Ͱ͋Δɻ± Λ
0 < ± · f(q) Λຬ࣮ͨ͢਺ͱ͢Δͱ p Λத৺ͱ͢Δ൒ܘ ± ͷ։ٿ͸ A ͷิू߹ʹؚ·ΕΔ
ʢ͜ͷ։ٿͷ͢΂ͯͷ఺ x ʹ͍ͭͯ f(x) < f(q) Ͱ͋Δ͔Βʣ ɻ͕ͨͬͯ͠ɼA ͷิू߹͸ X
ͷ։ू߹ͱͳΓ A ͸ดू߹Ͱ͋Δɻ ,
࣍ʹϋ΢ευϧϑҐ૬ۭؒͷίϯύΫτͳ෦෼ू߹ͱͦͷิू߹ʹؚ·ΕΔ఺ͱ͕ద౰ͳ
։ू߹ʹΑͬͯ෼͚ΒΕΔ͜ͱΛࣔ͢ɻ
27ิ୊ 1.34. X Λϋ΢ευϧϑҐ૬ۭؒɼK ΛX ͷίϯύΫτͳ෦෼ू߹ͱ͢ΔɻxΛX nK
ͷ఺ͱ͢Δͱ x 2 V , K ½ W, V \ W = ; Λຬͨ͢Α͏ͳ X ͷ։ू߹ V , W ͕͋Δɻ
ূ໌. X ͸ϋ΢ευϧϑۭؒͰ͋Δ͔Β֤y 2 K ʹରͯ͠x 2 Vx;y, y 2 Wx;y, Vx;y\Wx;y = ;
Λຬͨ͢Α͏ͳ։ू߹ Vx;y, Wx;y ͕ଘࡏ͢Δɻͦͷͱ͖ɼK ͸ίϯύΫτͰ͋Δ͔Β K ͕
Wx;y1 [ Wx;y2 [ ¢¢¢ [ Wx;yr ʹؚ·ΕΔΑ͏ͳ༗ݶू߹ fy1;y2;:::;yrg ͕͋ΔʢK ʹؚ·Ε
Δ͢΂ͯͷ y 2 K ʹର͢Δ Wx;y ͷ࿨ू߹ʹ K ͸ؚ·ΕΔ͔Βͦͷ࿨ू߹͸ K ͷ։ඃ෴ͱ
ͳΔɻK ͷίϯύΫτੑʹΑͬͯ෦෼ඃ෴͕ଘࡏ͢Δʣ ɻ
V = Vx;y1 \ Vx;y2 \ ¢¢¢ \ Vx;yr; W = Wx;y1 [ Wx;y2 [ ¢¢¢ [ Wx;yr
ͱఆٛ͢ΔͱɼV , W ͸։ू߹Ͱ͋Γɼx 2 V , K ½ W ͔ͭ V \ W = ; Ͱ͋ΔʢVx;y1 \
Vx;y2 \¢¢¢\Vx;yr ʹؚ·ΕΔ఺͸͢΂ͯͷVx;yi(i = 1;2;:::;r) ʹؚ·Ε͍ͯΔ͔ΒɼWx;y1,




ূ໌. K Λϋ΢ευϧϑҐ૬ۭؒ X ͷίϯύΫτͳ෦෼ू߹ͱ͢Δɻิ୊ 1.34ΑΓ֤ x 2
X nK ʹରͯ͠ x 2 Vx, Vx \K = ; ͱͳΔΑ͏ͳ։ू߹ Vx ͕ଘࡏ͢Δɻͦͷͱ͖ X nK ͸
ͦΕʹؚ·ΕΔ͢΂ͯͷ x ʹ͍ͭͯͷ։ू߹ Vx ͷ࿨ू߹ʹ౳͍͔͠ΒͦΕࣗ਎։ू߹Ͱ͋Δ
ʢVx \K = ; ͳͷͰ K ͷ఺͸ Vx ͷ࿨ू߹ʹ͸ؚ·ΕͣɼҰํ X nK ͷ఺͸͢΂ؚ͕ͯ·Ε
Δʣ ɻX n K ͕։ू߹Ͱ͋Δ͔Β K ͸ดू߹Ͱ͋Δɻ ,
࣍ʹɼϋ΢ευϧϑҐ૬ۭؒͷڞ௨෦෼Λ࣋ͨͳ͍ೋͭͷίϯύΫτͳ෦෼ू߹͸ͦΕͧ
ΕΛؚΉ։ू߹ʹΑͬͯ෼͚ΒΕΔ͜ͱΛࣔ͢ɻ
ิ୊ 1.36. X Λϋ΢ευϧϑҐ૬ۭؒɼK1, K2ʢK1 \ K2 = ;ʣΛ X ͷίϯύΫτͳ෦෼
ू߹ͱ͢Δɻͦͷͱ͖ɼK1 ½ U1, K2 ½ U2, U1 \ U2 = ; Λຬͨ͢Α͏ͳ։ू߹ U1, U2 ͕
ଘࡏ͢Δɻ
ূ໌. ิ୊ 1.34ΑΓ֤ x 2 K1 ʹ͍ͭͯ x 2 Vx, K2 ½ Wx, Vx \ Wx = ; ͱͳΔΑ͏ͳ։ू
߹ Vx, Wx ͕ଘࡏ͢Δɻͦͷͱ͖ɼK1 ͕ίϯύΫτͰ͋Δ͔Β
K1 ½ Vx1 [ Vx1 [ ¢¢¢ [ Vxr
ͱͳΔΑ͏ͳ K1 ͷ༗ݶݸͷ఺ͷू߹ fx1;x2;:::;xrg ͕ଘࡏ͢Δɻ
U1 = Vx1 [ Vx1 [ ¢¢¢ [ Vxr; U2 = Wx1 \ Wx1 \ ¢¢¢ \ Wxr
ͱఆٛ͢Δͱ U1, U2 ͸։ू߹Ͱ͋ΓɼK1 ½ U1, K2 ½ U2 ͔ͭ U1 \ U2 = ; ͕੒Γཱͭ
ʢWx1 \ Wx1 \ ¢¢¢ \ Wxr ʹؚ·ΕΔ఺͸͢΂ͯͷ Wxi(i = 1;2;:::;r) ʹؚ·Ε͍ͯΔ͔





ิ୊ 1.37. f : X ¡! Y ΛίϯύΫτҐ૬ۭؒ X ͔Βϋ΢ευϧϑۭؒ Y ΁ͷ࿈ଓؔ਺ͱ
͢Δɻͦͷͱ͖ X ͷ೚ҙͷดू߹ K ʹରͯ͠ f(K) ͸ Y ͷดू߹Ͱ͋Δɻ
ূ໌. ิ୊ 1.29ʹΑΓ K ͕ X ͷดू߹Ͱ͋Ε͹ίϯύΫτͰ͋Δ͔Βɼิ୊ 1.30ʹΑͬͯ
f(K) ͸ίϯύΫτͰ͋ΔɻҰํܥ 1.35ʹΑΓϋ΢ευϧϑۭؒͷίϯύΫτͳ෦෼ू߹͸
ดू߹Ͱ͋Δ͔Β f(K) ͸ Y ͷดू߹Ͱ͋Δɻ ,
࣍ʹίϯύΫτҐ૬ۭ͔ؒΒϋ΢ευϧϑۭؒ΁ͷ࿈ଓͳશ୯ࣹ͕ಉ૬ࣸ૾Ͱ͋Δ͜ͱΛ
ࣔ͢ɻ
ఆཧ 1.38. ίϯύΫτҐ૬ۭؒX ͔Βϋ΢ευϧϑۭؒY ΁ͷ࿈ଓͳશ୯ࣹΛf ͱ͢Δͱɼ
f ͸ಉ૬ࣸ૾Ͱ͋Δɻ
ূ໌. g : Y ¡! X Λશ୯ࣹf : X ¡! Y ͷٯࣸ૾ͱ͢Δɻ͜Ε͕࿈ଓͰ͋Δ͜ͱΛࣔͤ͹
Α͍ɻU ͕ X ͷ։ू߹Ͱ͋Ε͹ X n U ͸ดू߹Ͱ͋Δ͔Βิ୊ 1.37ʹΑΓ f(X n U) ͸ Y
ͷดू߹Ͱ͋Δɻf ͸શ୯ࣹͰ͋Δ͔Β
f(X n U) = f(X) n f(U) = Y n g¡1(U)
͕ಘΒΕΔɻ͕ͨͬͯ͠೚ҙͷ։ू߹U ʹ͍ͭͯg¡1(U)͸Y ʹ͓͍ͯ։ू߹Ͱ͋Δ ʢg¡1(U)




ิ୊ 1.39. X, Y ΛҐ૬ۭؒɼK Λ Y ͷίϯύΫτͳ෦෼ू߹ɼU Λ X £ Y ͷ։ू߹ͱ͢
ΔɻV = fx 2 X : fxg £ K ½ Ugg ͱ͢Δͱ V ͸ X ͷ։ू߹Ͱ͋Δɻ
ূ໌. x 2 V ͱ͢ΔɻU ͕։ू߹Ͱ͋Δ͔Βɼ ֤y 2 K ʹ͍ͭͯ(x;y) 2 Dy£Ey, Dy£Ey ½
U Λຬͨ͢ X, Y ͷ։ू߹ Dy, Ey ͕ଘࡏ͢ΔɻK ͸ίϯύΫτͳͷͰ K ½ Ey1 [ Ey2 [
¢¢¢ [ Eyk ͳΔΑ͏ͳ༗ݶݸͷ y ͷू߹ y1;y2;:::;yk ͕͋ΔɻNx = Dy1 \ Dy2 \ ¢¢¢ \ Dyk
ͱ͢Δͱ Nx ͸ X ͷ։ू߹Ͱ͋Γɼ͞Βʹ
Nx £ K ½
k [
i=1
(Nx £ Eyi) ½
k [
i=1
(Dyi £ Eyi) ½ U
ͱͳΔ͔ΒNx ½ V ͕ಘΒΕΔʢNx£K ½ U Ͱ͋Δ͔Βɼ͢΂ͯͷx 2 Nx ʹ͍ͭͯx 2 V
Ͱ͋Δʣ ɻ֤ x 2 V ͸ Nx ʹؚ·Εɼͦͷ Nx ͸ V ʹؚ·ΕΔ͔Β V ͸ Nx શମͷ࿨ू߹ʹ
Ұக͢Δɻ͕ͨͬͯ͠ V ͸ X ͷ։ू߹Ͱ͋Δɻ ,
ఆཧ 1.40. ༗ݶݸͷίϯύΫτۭؒͷσΧϧτੵ͸ίϯύΫτͰ͋Δɻ
29ূ໌. ೋͭͷίϯύΫτͳҐ૬ۭؒ XɼY ͷੵ͕ίϯύΫτͰ͋Δ͜ͱΛࣔͤ͹ɼҰൠతͳ
݁࿦͸ؼೲతʹಋ͔ΕΔʢX £ Y ͕ίϯύΫτͳΒͦΕͱ Z ͷੵ X £ Y £ Z ΋ίϯύΫτ
Ͱ͋ΔɻҎԼಉ༷ʣ ɻU Λ X £ Y ͷ։ඃ෴ͱ͢Δɻ͜Ε͕༗ݶݸͷ෦෼ඃ෴Λ࣋ͭ͜ͱΛࣔ
͞ͳ͚Ε͹ͳΒͳ͍ɻ
x Λ X ͷ఺ͱ͢Δͱɻfxg £ Y ͸ίϯύΫτۭؒ Y ͔Β X £ Y ΁ͷ࿈ଓؔ਺ʢy 2 Y Λ
(x;y)΁Ҡؔ͢਺ʣ ʹΑΔ૾Ͱ͋Γɼ ίϯύΫτू߹ͷ࿈ଓؔ਺ʹΑΔ૾ ʢؔ਺ʹΑͬͯҠ͞Εͨ
఺ͷू߹ʣ ͸ίϯύΫτͰ͋Δ͔Β ʢิ୊1.30ʣ ɼ X£Y ͷίϯύΫτͳ෦෼ू߹Ͱ͋Δɻͨ͠
͕ͬͯɼ ։ඃ෴U ʹଐ͢Δ༗ݶݸͷ։ू߹ͷ૊U1, U2, :::, Ur Ͱfxg£Y ͕U1[U2[¢¢¢[Ur
ʹؚ·ΕΔΑ͏ͳ΋ͷ͕͋ΔɻX ͷ఺ x0 ʹ͍ͭͯ fx0g £ Y ͕ U1 [ U2 [ ¢¢¢ [ Ur ʹؚ·Ε
ΔΑ͏ͳ͢΂ͯͷ఺ͷू߹Λ Vx ͱ͢Δͱɼx 2 Vx Ͱ͋Γิ୊ 1.39ʹΑͬͯ Vx ͸։ू߹Ͱ͋
Δɻͦͷͱ͖ Vx £ Y ΋ U ʹଐ͢Δ༗ݶݸͷ։ू߹ U1 [ U2 [ ¢¢¢ [ Ur ʹΑͬͯඃ෴͞ΕΔɻ
͢΂ͯͷx 2 X ʹ͍ͭͯͷVx ͷ૊fVx : x 2 Xg ͸X ͷ։ඃ෴Ͱ͋Δʢx ʹΑͬͯVx ͸
ҟͳΔ͔΋͠Εͳ͍ʣ ɻX ͸ίϯύΫτͰ͋Δ͔ΒɼX = Vx1 [Vx2 [¢¢¢[Vxr ͱͳΔΑ͏ͳ
༗ݶݸͷ఺ͷ૊fx1;x2;:::;xrg ͕͋Δʢ֤Vx ͸X ʹؚ·Ε͍ͯΔ͔ΒVx1 [Vx2 [¢¢¢[Vxr
ͱX ͕Ұக͢Δɻ ʣ ɻX £Y ͸j = 1;2;:::;r ʹ͍ͭͯͷVxj £Y ͷ࿨ू߹Ͱ͋Γɼ֤ʑͷू
߹͸ U ʹଐ͢Δ༗ݶݸͷ։ू߹ͷ૊ʹΑͬͯඃ෴͞Ε͍ͯΔɻ͕ͨͬͯ͠શମͱͯ͠ X £Y
͸U ʹଐ͢Δ༗ݶݸͷ։ू߹ͷ૊ʹΑͬͯඃ෴͞ΕΔ͔ΒίϯύΫτͰ͋Δʢ֤Vx ͕༗ݶݸ
ͷ։ू߹ͷ૊ʹΑͬͯඃ෴͞ΕɼX ͸༗ݶݸͷ Vx ʹΑͬͯඃ෴͞ΕΔʣ ɻ ,
͜͜Ͱڑ཭ۭؒʹ͓͚Δू߹ͷ༗քੑΛఆٛ͢Δɻ
ఆٛ 1.20 (༗ք (bounded)). X Λڑ཭ۭؒɼd Λͦͷڑ཭ؔ਺ͱ͢ΔɻX ͷ෦෼ू߹ A
͕࣍ͷ৚݅Λຬͨ͢ͱ͖༗քͰ͋Δͱݴ͏ɻ
͢΂ͯͷ x;y 2 A ʹ͍ͭͯ d(x;y) · K ͱͳΔΑ͏ͳෛͰͳ͍࣮਺ K ͕ଘࡏ
͢Δɻ
͜ͷ৚݅Λຬͨ͢࠷খͷ࣮਺Λ A ͷ௚ܘ (diameter) ͱݺͼ diamA ͱද͢ɻ
diamA ͸ A ʹଐ͢Δ͢΂ͯͷ x;y ʹ͍ͭͯͷ d(x;y) ͷ্ݶͰ͋Δɻ͜ͷ༗քੑͷఆٛ͸
౰વϢʔΫϦουۭؒʹ΋౰ͯ͸·Δɻ
͜͜ͰϢʔΫϦουۭؒʹ͓͚ΔίϯύΫτੑʹؔ͢Δ࣍ͷఆཧΛࣔ͢ɻ
ఆཧ 1.41. K Λ Rn ͷ෦෼ू߹ͱ͢ΔͱɼK ͸ดू߹͔ͭ༗քͰ͋Δͱ͖ɼ·ͨͦͷͱ͖ʹ
ͷΈίϯύΫτͰ͋Δɻ
ূ໌. K ͕ίϯύΫτͰ͋ΔͱԾఆ͢Δɻ͢ΔͱRn ͸ϋ΢ευϧϑۭؒͰ͋Γɼܥ1.35ʹΑ
Γϋ΢ευϧϑۭؒͷίϯύΫτͳ෦෼ू߹͸ดू߹Ͱ͋Δ͔Β K ͸ดू߹Ͱ͋Δɻ֤ࣗવ
਺ m ʹ͍ͭͯ Bm Λݪ఺Λத৺ͱ͢Δ൒ܘ m ͷ։ٿɼ͢ͳΘͪ Bm = fx 2 Rn : jxj < mg
Ͱ͋Δͱ͢Δʢjxj ͸ x ͱݪ఺ͱͷڑ཭ɼ͋Δ͍͸ϕΫτϧ x ͷେ͖͞Ͱ͋ΔɻϊϧϜͱݺ͹
ΕΔ͜ͱ΋͋Δʣ ɼ։ٿͷ૊fBm : m 2 Ng ͸Rn ͷ։ඃ෴ͱͳΔɻK ͕ίϯύΫτͰ͋Δ͔
Β K ½ Bm1 [ Bm1 [ ¢¢¢ [ Bmk ͱͳΔΑ͏ͳࣗવ਺ m1;m2;:::;mk ͕͋Δɻͦͷͱ͖ Bm
ͷఆ͔ٛΒ M Λ m1;m2;:::;mk ͷ࠷େ஋ͱͯ͠ K ½ BM ͱͳΔɻ͕ͨͬͯ͠ K ͸༗քͰ
͋Δɻ
30ٯʹ K ͸༗քͳดू߹Ͱ͋ΔͱԾఆ͠Α͏ɻͦͷͱ͖ K ͕࣍ͷࣜͰఆٛ͞ΕΔดू߹ C
ʹؚ·ΕΔΑ͏ͳ࣮਺ L ͕ଘࡏ͢Δɻ
C = f(x1;x2;:::;xn) 2 Rn : ¡L · xj · L; j = 1;2;:::;ng
ϋΠωɾϘϨϧͷఆཧʢఆཧ1.28ʣʹΑΓด۠ؒ[¡L;L] ͸ίϯύΫτͰ͋Γɼ·্ͨͷC ͸
[¡L;L] ͷ n ݸͷσΧϧτੵͰ͋Δɻ͕ͨͬͯ͠ఆཧ 1.40ʹΑΓ C ΋ίϯύΫτͰ͋ΔɻK
͸ C ͷด෦෼ू߹Ͱ͋ΓɼίϯύΫτͳҐ૬ۭؒͷด෦෼ू߹͸ίϯύΫτͰ͋Δ͔Βʢิ




X Λڑ཭ۭؒɼd Λͦͷڑ཭ؔ਺ɼA ΛX ͷ෦෼ू߹ͱ͢ΔͱɼA ͷดแ ¯ A ͸A ΛؚΉX
ͷ͢΂ͯͷดू߹ͷڞ௨෦෼Ͱ͋Δ͕ɼͦΕ͸ A ΛؚΉ࠷খͷʢ࠷΋খ͍͞௚ܘΛ࣋ͭʣด
ू߹Ͱ͋Δͱ΋ݴ͑Δɻx Λ A ͷดแ ¯ A ͷ఺ͱ͠Α͏ɻ೚ҙͷ " > 0 ʹ͍ͭͯ d(x;x0) < "
Λຬͨ͢ A ͷ఺ x0 ͕͋Δɻ͜Ε͸ x Λத৺ͱ͢Δ൒ܘ " ͷ։ٿ͕ A ͱަΘΔʢڞ௨ͷ఺Λ
࣋ͭʣ͜ͱͱಉ͡ҙຯͰ͋Δɻ΋ͦ͠͏Ͱͳ͚Ε͹ɼ͢ͳΘͪ͜ͷ։ٿ͕ A ͱڞ௨ͷ෦෼Λ
࣋ͨͳ͚Ε͹ɼͦͷิू߹͸ A ΛؚΈ x Λؚ·ͳ͍ X ͷดू߹ʹͳΔɻ͜Ε͸ x ͕ A ͷด
แɼͭ·Γ A ΛؚΉ͢΂ͯͷดू߹ͷڞ௨෦෼ʹଐ͢Δͱ͍͏͜ͱͱໃ६͢Δɻ͕ͨͬͯ͠
¯ A ͷ೚ҙͷ఺ͱ A ͷ͋Δ఺ͱͷڑ཭͸͍͘ΒͰ΋খ͘͞ͳΔͷͰ ¯ A ͸ A ΛؚΉ࠷খͷดू
߹Ͱ͋Δɻ
ڑ཭ۭؒͷ෦෼ू߹ͱͦͷดแͷؔ܎ʹ͍ͭͯ࣍ͷ݁ՌΛಘΔɻ
ิ୊ 1.42. X Λڑ཭ۭؒɼ AΛͦͷ෦෼ू߹ͱ͢Δɻͦͷͱ͖ ¯ AΛAͷดแͱ͢Ε͹diamA =
diam ¯ A Ͱ͋Δɻ
ূ໌. ¯ A ͸ A ΛؚΉͷͰ diamA · diam ¯ A Ͱ͋Δɻx, y Λ ¯ A ͷ఺ͱ͢Δͱɼ೚ҙͷ " ʹ͍ͭ
ͯ d(x;x0) < ", d(y;y0) < " Λຬͨ͢ A ͷ఺ x0, y0 ͕͋Δɻڑ཭ͷࡾ֯ෆ౳ࣜΑΓ
d(x;y) · d(x;x0) + d(x0;y0) + d(y0;y) < diamA + 2"
͕ಘΒΕΔɻ͕ͨͬͯ͋͠ΒΏΔ" > 0 ʹ͍ͭͯd(x;y) < diamA+2" Ͱ͋Δ͔Βd(x;y) ·
diamA ͕ಘΒΕΔʢ΋͠ d(x;y) > diamA Ͱ͋Ε͹ॆ෼ʹখ͍͞ " > 0ʢ" < 1
2[d(x;y) ¡
diamA] ͱͳΔΑ͏ͳʣʹ͍ͭͯ d(x;y) > diamA + 2" ͱͳͬͯ͠·͏ʣ ɻΏ͑ʹ diam ¯ A ·





31ূ໌. X ΛίϯύΫτͳڑ཭ۭؒɼx1;x2;x3;::: Λͦͷ఺ྻͱ͢Δɻ·ͨ Fn Ͱ
fxn;xn+1;xn+2;:::g ͷดแΛද͢ʢfxn;xn+1;xn+2;:::g ͷดแͱ͸fxn;xn+1;xn+2;:::g
ʹؚ·ΕΔ͢΂ͯͷ఺ΛؚΉดू߹ͷڞ௨෦෼͋Δ͍͸࠷΋খ͍͞ดू߹Ͱ͋Δʣ ɻ·ͣ F1,
F2, F3, ::: ͷڞ௨෦෼͕ۭू߹Ͱ͸ͳ͍͜ͱΛࣔ͢ɻͦΕ͕ۭू߹Ͱ͋ΔͱԾఆͯ͠ΈΑ͏ɻ
Vn = X n Fn ͢ͳΘ֤ͪ Fn ͷิू߹Λ Vn ͱ͢ΔͱɼX ͸ू߹ V1;V2;V3;::: ͷ࿨ू߹ʹ౳
͍͠ɻ
ͨͱ͑͹ V1 ͱ V2 ͷ࿨ू߹ V1 [V2 ͸ F1 ͱ F2 ͷ྆ํʹ͸ؚ·Εͳ͍ཁૉͷू߹
X n (F1 \ F2) Ͱ͋Δ͔Βɼ͢΂ͯͷ Vn ͷ࿨ू߹͸ F1, F2, F3, ::: ͷ͢΂ͯʹ
͸ؚ·Εͳ͍ཁૉͷू߹Ͱ͋ΔɻF1, F2, F3, ::: ͷڞ௨෦෼͕ۭू߹Ͱ͋Ε͹ͦ
ΕΒͷ͢΂ͯʹؚ·ΕΔཁૉ͸ͳ͍ͷͰ Vn ͷ࿨ू߹͸ X ʹ౳͍͠ɻ
֤ Vn ͸։ू߹Ͱ͋Δ͔Β V1;V2;V3;::: ͸ V ͷ։ඃ෴ͱͳΓɼX ͸ίϯύΫτͰ͋Δ͔Β
༗ݶݸͷ Vn ʹΑͬͯඃ෴͞ΕΔɻҰํ V1 ½ V2 ½ V3 ½ ¢¢¢ Ͱ͋Δ͔Βɼ͋Δ n ʹ͍ͭͯ
X = Vn ͱͳΔɻ͔͠͠ Fn ͸͋ΒΏΔ n ʹ͍ۭͭͯू߹Ͱ͸ͳ͍͔Β͜Ε͸ෆՄೳͰ͋Δɻ
͕ͨͬͯ͠ F1, F2, F3, ::: ͷڞ௨෦෼
T1
n=1 Fn ͸ۭू߹Ͱ͸ͳ͘ɼ͢΂ͯͷ Fn ʹଐ͢ΔΑ
͏ͳ఺ p ͕ଘࡏ͢Δɻp 2 Fn Ͱ͋Δ͔Β೚ҙͷ " > 0 ʹରͯ͠ d(xj;p) < " ͱͳΔΑ͏ͳ఺
xj(j ¸ n)͕͋Δ ʢp͸fxn;xn+1;xn+2;:::gͷดแʹଐ͍ͯ͠ΔͷͰɼ fxn;xn+1;xn+2;:::g
ͱ p ͱͷڑ཭͸͍͘ΒͰ΋খ͘͢͞Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δʣ ɻ·ͣ fx1;x2;:::g ͔Β " = 1 ʹର͠
ͯ d(xn1;p) < 1 ͱͳΔΑ͏ͳ఺ xn1 ΛҰͭબͿʢn1 ¸ 1ɼp ͸ F1 ʹଐ͍ͯ͠Δ͔ΒՄೳͰ
͋Δʣ ɻ࣍ʹ఺ྻ fxn; n > n1g ͔Β d(xn2;p) < 1
2 Λຬͨ͢఺ xn2ʢn2 > n1ʣΛબͿʢp
͸ Fn1+1 ʹଐ͍ͯ͠Δ͔ΒՄೳͰ͋Δʣ ɻಉ༷ʹͯ͠ xn3, xn4, ::: ͱબΜͰ͍͘ɻͨͱ͑͹
xnj+1(j ¸ 1) ͸఺ྻ fxn; n > njg ͔Β d(xnj+1;p) < 1
j+1 Λຬͨ͢Α͏ʹબ͹ΕΔɻ͢Δͱ
఺ྻ xn1, xn2, ::: ͸ʢj ¡! 1 ͷͱ͖ʣp ʹऩଋ͢Δɻ ,
࣍ʹίʔγʔྻͱڑ཭ۭؒͷ׬උੑΛఆٛ͢Δɻ
ఆٛ 1.21 (ίʔγʔྻɼ׬උڑ཭ۭؒ). X Λڑ཭ۭؒɼd Λͦͷڑ཭ؔ਺ͱ͢Δɻ࣍ͷ৚݅
Λຬͨ͢ X ͷ఺ྻ x1;x2;x3;::: Λίʔγʔྻ (Cauchy sequence) ͱݺͿɻ
೚ҙͷ " ʹରͯ͠ɼj ¸ N, k ¸ N Λຬͨ͢ j, k ʹ͍ͭͯ d(xj;xk) < " Λຬͨ
ࣗ͢વ਺ N ͕ଘࡏ͢Δɻ
͜Ε͸఺ྻͷதͷ͋Δ൪߸Ҏ্ͷ఺ಉ࢜ͷڑ཭Λ͍͘ΒͰ΋খ͘͞Ͱ͖Δ͜ͱΛҙຯ͢Δɻڑ
཭ۭؒ X ͷίʔγʔྻ͕ৗʹ X ʹ͓͍ͯۃݶΛ࣋ͭͱ͖ɼX ͸׬උ (complete) Ͱ͋Δͱ
ݴ͏ɻ
ͨͱ͑͹։۠ؒ͸׬උͰ͸ͳ͍ɻ։۠ؒ (¡1;1) Λߟ͑ͯΈΑ͏ɻ఺ྻ 1
2; 1
3;::: ΛͱΔͱ
͜Ε͸ίʔγʔྻͱͳΔʢn(n + 1) > 1
" Λຬͨࣗ͢વ਺ n ΛͱΕ͹ɼͲͷΑ͏ͳ " ʹରͯ͠
΋ j 1
n ¡ 1




ิ୊ 1.44. X Λڑ཭ۭؒͱ͢ΔɻX ͷ͢΂ͯͷ఺ྻ͕ऩଋ͢Δ෦෼ྻΛ࣋ͭͳΒ͹ X ͸׬
උͰ͋Δɻ
32ূ໌. x1;x2;x3;::: Λ X ͷίʔγʔྻͱ͢Δɻ͜ͷ఺ྻ͸ X ͷ఺ p ʹऩଋ͢Δ෦෼ྻ xn1,
xn2, xn3, ::: Λ࣋ͭɻҎԼͰ͸͜ͷίʔγʔྻࣗ਎͕ p ʹऩଋ͢Δ͜ͱΛࣔ͢ɻ
x1;x2;x3;::: ͸ίʔγʔྻͰ͋Δ͔Βɼ" > 0 ʹରͯ͠ɼm ¸ N, n ¸ N Ͱ͋Δ m, n ʹ
͍ͭͯ d(xm;xn) < 1
2" Λຬͨ͢Α͏ͳࣗવ਺ N ͕͋Δʢ1
2" ΋೚ҙͷ " ͷ಺Ͱ͋Δʣ ɻ͞Β
ʹɼ্هͷ෦෼ྻ͕ p ʹऩଋ͢Δ͜ͱΑΓɼN Λॆ෼େ͖͘ͱΕ͹ nj ¸ N Ͱ͋ΔΑ͏ͳ nj
ʹ͍ͭͯ͸ d(xnj;p) < 1
2" ͕੒Γཱͭɻ͕ͨͬͯ͠ࡾ֯ෆ౳ࣜʹΑΓ n ¸ N ͷͱ͖











ఆٛ 1.22 (શ༗ք (totally bounded)). ೚ҙͷ " > 0 ʹ͍ͭͯɼڑ཭ۭؒ X ͕௚ܘ͕ "
ΑΓখ͍͞༗ݶݸͷ X ͷ෦෼ू߹ͷ࿨ू߹ͰදͤΔͱ͖ɼX ͸શ༗քͰ͋Δͱݴ͏ɻ
X ͕શ༗քͰ͋Ε͹ X ͷ෦෼ू߹΋શ༗քͰ͋Δɻ֤ Bi(i = 1;2;:::;k) Λ௚ܘ͕ " ΑΓ
খ͍͞ X ͷ෦෼ू߹ͱͯ͠ɼX = B1 [ B2 [ ¢¢¢ [ Bk ͱද͢͜ͱ͕Ͱ͖Δͱ͢Δͱɼ͋Δ
X ͷ෦෼ू߹ A ͸ A = (B1 \ A) [ (B2 \ A) [ ¢¢¢ [ (Bk \ A) ͱදͤɼ֤ Bi \ A ͸ A ͷ෦
෼ू߹Ͱ௚ܘ͸ " ΑΓখ͍͞ɻ
ίϯύΫτੑͱશ༗քੑͷؔ܎Λߟ͑Δɻ
ิ୊ 1.45. X Λڑ཭ۭؒͱ͢ΔɻX ͷ͢΂ͯͷ఺ྻ͕ऩଋ͢Δ෦෼ྻΛ࣋ͯ͹ X ͸શ༗ք
Ͱ͋Δɻ
ূ໌. X ͕શ༗քͰ͸ͳ͍ͱԾఆ͢Δͱɼ௚ܘ͕ 3" ΑΓখ͍͞༗ݶݸͷ X ͷ෦෼ू߹ͷ࿨
ू߹Ͱ͸ X Λඃ෴͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖ͳ͍Α͏ͳ "ʢ͋Δ͍͸ 3"ʣͷ஋͕͋Δɻ͜͜ͰɼX ͔Β
m < k, n < k, m 6= n ʹ͍ͭͯ d(xm;xn) ¸ " Ͱ͋ΔΑ͏ͳ k ¡1 ݸͷ఺ྻ x1;x2;:::;xk¡1
ΛબΜͰ͍Δͱ͢Δɻ֤ xm ʹ͍ͭͯ൒ܘ " ͷ։ٿBX(xm;") ͷ௚ܘ͸ 2" ΑΓେ͖͘͸ͳ͍
ʢ3" ΑΓখ͍͞ʣ͔ΒʢX ͕શ༗քͰ͸ͳ͍ͱͷԾఆʹΑΓʣm < k Ͱ͋Δ BX(xm;") ͷ૊
ʹΑͬͯ X Λඃ෴͢Δ͜ͱ͸Ͱ͖ͣɼͲͷ BX(xm;") ʹ΋ؚ·Εͳ͍఺ xk ͕͋Δɻͦͷͱ
͖ m < k ʹ͍ͭͯ d(xm;xk) ¸ " Ͱ͋ΔɻͲͷΑ͏ͳ༗ݶͷ k ʹ͍ͭͯ΋͜ͷ͜ͱ͕੒Γཱ
͔ͭΒɼಉ͡Α͏ʹͯ͠ແݶݸͷ఺ྻ x1;x2;::: ΛಘΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δɻ͔͠͠ɼͦͷ఺ྻʹ
ؚ·ΕΔ఺ͷޓ͍ͷڑ཭͸ " Ҏ্ͳͷͰऩଋ͢Δ෦෼ྻΛ࣋ͨͳ͍ɻҎ্ͷ͜ͱ͔Β X ͕ऩ
ଋ͢Δ෦෼ྻΛ࣋ͯ͹ X ͸શ༗քͰͳ͚Ε͹ͳΒͳ͍ɻ ,
࣍ʹ׬උ͔ͭશ༗քͳڑ཭ۭؒ͸ίϯύΫτͰ͋Δ͜ͱΛࣔ͢ɻ
ิ୊ 1.46. ׬උ͔ͭશ༗քͰ͋ΔΑ͏ͳڑ཭ۭؒ͸ίϯύΫτͰ͋Δɻ
ূ໌. X Λશ༗քͳڑ཭ۭؒͱ͢ΔɻX ͷ։ඃ෴ͷ಺Ͱ༗ݶͷ෦෼ඃ෴Λ࣋ͨͳ͍΋ͷ͕͋
Δʢ͢ͳΘͪ X ͕ίϯύΫτͰ͸ͳ͍ʣͱԾఆ͠ɼͦͷΑ͏ͳ։ඃ෴Λ V ͱ͢ΔɻX ͷίʔ
γʔྻ x1;x2;x3;::: ͷதʹ X ͷ఺ʹऩଋ͠ͳ͍΋ͷ͕͋Δʢ͢ͳΘͪ X ͕׬උͰͳ͍ʣ͜
ͱΛࣔ͞ͳ͚Ε͹ͳΒͳ͍ɻ
33" > 0 ͱ͢ΔɻX ͸શ༗քͰ͋Γɼิ୊ 1.42ʹΑͬͯ X ͷ͢΂ͯͷ෦෼ू߹͸ͦͷดแͱ
ಉ͡௚ܘΛ͔࣋ͭΒɼX ͸௚ܘ͕ " ΑΓখ͍͞༗ݶݸͷดू߹ʹΑͬͯඃ෴͞ΕΔɻԾఆʹ
ΑΓগͳ͘ͱ΋ҰͭͷͦͷΑ͏ͳดू߹͸ V ʹଐ͢Δ༗ݶݸͷ։ू߹ʹΑͬͯඃ෴͞Εͳ͍
ʢ΋͢͠΂ͯͷดू߹͕ V ʹଐ͢Δ༗ݶݸͷ։ू߹ʹΑͬͯඃ෴͞ΕΔͳΒ͹ɼͦͷΑ͏ͳඃ
෴ͷ࿨ू߹ΛͱΔ͜ͱʹΑͬͯ X ͷ༗ݶͳ෦෼ඃ෴ΛಘΔ͜ͱ͕Ͱ͖ɼX ͸ίϯύΫτͱͳ
Δʣ ɻ͕ͨͬͯ͠ɼ೚ҙͷ " > 0 ʹରͯ͠௚ܘ͕ " ΑΓখ͘͞ V ͷ༗ݶݸͷ։ू߹ʹΑͬͯ͸
ඃ෴͞Εͳ͍ X ͷด෦෼ू߹͕ଘࡏ͢Δɻ
࣍ʹҎԼͷ͜ͱΛࣔ͢ɻ
F1 ¾ F2 ¾ F3 ¾ ¢¢¢ Λຬͨ͠ɼ ֤Fn ͕ 1
2n ΑΓখ͍͞௚ܘΛ࣋ͪɼ ͔ͭV ʹଐ͢
Δ༗ݶݸͷ։ू߹ʹΑͬͯ͸ඃ෴͞Εͳ͍Α͏ͳ X ͷดू߹ͷྻ F1;F2;F3;:::
͕ଘࡏ͢Δɻ
X ͷด෦෼ू߹Ͱ௚ܘ͕ 1
2 ΑΓখ͍͞΋ͷΛ F1 ͱ͢Δͱɼ͜Ε͸ X ͷ෦෼ू߹Ͱ͋Δ͔Β
શ༗քͰ͋Δɻ্ͷٞ࿦Λ F1 ʹద༻͢Δͱ೚ҙͷ " > 0 ʹ͍ͭͯ V ʹଐ͢Δ༗ݶݸͷ։ू
߹ʹΑͬͯ͸ඃ෴͞Εͳ͍Α͏ͳ F1 ͷด෦෼ू߹͕ଘࡏ͢Δɻͦͷ಺௚ܘ͕ 1
22 = 1
4 ΑΓখ
͍͞΋ͷΛ F2 ͱ͢Δɻಉ༷ʹͯ͠ n ʹؔ͢Δؼೲ๏ʹΑͬͯٻΊΔดू߹ͷྻΛಘΔɻ
֤ n 2 N ʹ͍ͭͯ఺ xn 2 Fn ΛબͿɻ͢Δͱ m > n Ͱ͋ΔΑ͏ͳ m, n ʹ͍ͭͯ xm,
xn ͕ͱ΋ʹ Fn ʹଐ͠ɼdiamFn < 1
2n Ͱ͋Δ͔Β d(xm;xn) < 1
2n Ͱ͋Δɻ͕ͨͬͯ͠
x1;x2;x3;::: ͸ίʔγʔྻͱͳΔɻ͜ͷίʔγʔྻ͕X ͷ఺pʹऩଋ͢ΔͱԾఆ͠Α͏ɻFn
͸ดू߹Ͱ m ¸ n ʹ͍ͭͯ xm 2 Fn Ͱ͋Δ͔Βɼ֤ n 2 N ʹ͍ͭͯ p 2 Fn Ͱ͋Δʢڑ཭
ۭؒ·ͨ͸Ґ૬ۭؒͷด෦෼ू߹ʹଐ͢Δ఺ྻ͕ऩଋ͢ΔͳΒ͹఺ྻͷۃݶ͸ͦͷดू߹ʹ
ଐ͢Δʣ ɻV ͸ X ͷ։ඃ෴Ͱ͋Δ͔Β V ͷ͋Δ։ू߹ V ʹ͍ͭͯ p 2 V Ͱ͋Δɻͦͷͱ͖
BX(p;±) Λ X ʹ͓͚Δ p Λத৺ͱ͢Δ൒ܘ ± ͷ։ٿͱ͢ΔͱɼBX(p;±) ½ V Λຬͨ͢Α͏
ͳ ± ͕ଘࡏ͢ΔʢV ͸։ू߹Ͱ͋Δ͔Βʣ ɻ͕ͨͬͯ͠ n ͕ॆ෼ʹେ͖͘ 1
2n < ± Ͱ͋Δͱ͖
ʹ͸ p 2 Fn ͔ͭ diamFn < ± Ͱ͋Δ͔Β Fn ½ BX(p;±) ½ V ͱͳΓɼV ͷ༗ݶݸͷ։ू߹








ূ໌. ิ୊ 1.43ɼ1.44ɼ1.45ɼ1.46ΑΓ (i) ͕ (ii) Λɼ(ii) ͕ (iii) Λɼ(iii) ͕ (i) Λҙຯ͢Δ͜
ͱ͕Θ͔Δɻ͕ͨͬͯ͠ (1), (2), (3) ͸ޓ͍ʹಉ஋Ͱ͋Δɻ ,
341.16 ϧϕʔάʢLebesgueʣͷิ୊ͱҰ༷࿈ଓੑ
ิ୊ 1.48 (ϧϕʔάʢLebesgueʣͷิ୊). (X;d) Λʢd Λڑ཭ؔ਺ͱ͢ΔʣίϯύΫτͳ
ڑ཭ۭؒɼU Λ X ͷ։ඃ෴ͱ͢Δɻͦͷͱ͖ɼ௚ܘ͕ ± ΑΓখ͍͢͞΂ͯͷ X ͷ෦෼ू߹͕
ͦΕͧΕ։ඃ෴ U ʹଐ͢Δू߹ͷҰͭʹؚ·ΕΔΑ͏ͳਖ਼ͷ࣮਺ ± ͕ଘࡏ͢Δɻ
ূ໌. X ͷ֤఺͸։ඃ෴ U ʹଐ͢Δू߹ͷҰͭʹؚ·ΕΔɻ͕ͨͬͯ͠ X ͷ֤఺ x ʹ͍ͭ
ͯ x Λத৺ͱ͢Δ൒ܘ 2±x ͷ։ٿ B(x;2±x) ͕ɼU ʹଐ͢ΔҰͭͷ։ू߹ʹؚ·ΕΔΑ͏ͳ
࣮਺ ±x ͕ଘࡏ͢ΔɻҰํ x Λத৺ͱ͢Δ൒ܘ ±x ͷ։ٿ B(x;±x) ͷ૊ʢX ʹଐ͢Δ͢΂ͯͷ
x ʹ͍ͭͯ։ٿ B(x;±x) ΛूΊͨ΋ͷʣ͸ X Λඃ෴͠ɼX ͕ίϯύΫτͰ͋Δ͜ͱ͔Β
B(x;±1) [ B(x;±2) [ ¢¢¢ [ B(x;±r) = X; ±i = ±xi; i = 1;2;:::;r
ͱͳΔΑ͏ͳ༗ݶݸͷ఺ x1;x2;:::;xr ͕͋Δɻ± Λ ±1, ±2, :::, ±r ͷதͰ࠷খͷ΋ͷͱ͢Δɻ
A Λ௚ܘ͕ ± ΑΓখ͍͞ X ͷ෦෼ू߹ɼu Λͦͷ఺ͱ͢Δɻ͢Δͱ u ͸ 1 ͔Β r ·Ͱͷ͋Δ
੔਺ i ʹ͍ͭͯ B(xi;±i) ʹଐ͢Δɻͦͷͱ͖ A ͷ೚ҙͷ఺ v ʹ͍ͭͯڑ཭ͷࡾ֯ෆ౳ࣜʹ
Αͬͯ
d(v;xi) · d(v;u) + d(u;xi) < ± + ±i · 2±i
ͱͳΔ͔ΒA ½ B(xi;2±i)Ͱ͋ΔɻҰํB(xi;2±i)͸U ʹଐ͢ΔҰͭͷू߹ʹؚ·ΕΔ͔Βɼ
A ΋ͦͷू߹ʹؚ·ΕΔɻ ,
U ΛίϯύΫτͳڑ཭ۭؒX ͷ։ඃ෴ͱ͢Δɻ௚ܘ͕± ΑΓখ͍͞X ͷ෦෼ू߹ͷͦΕͧ
Ε͕ U ʹଐ͢Δ։ू߹ͷҰͭʹؚ·ΕΔΑ͏ͳਖ਼ͷ࣮਺ ± Λ Lebesgue ਺ʢϧϕʔά਺ʣͱ
ݴ͏ɻ্ͷ Lebesgue ͷิ୊͸ίϯύΫτͳڑ཭ۭؒͷ֤։ඃ෴ʹ Lebesgue ਺͕ଘࡏ͢Δ͜
ͱΛ͍ࣔͯ͠Δɻ
X, Y ΛͦΕͧΕ dX, dY Λڑ཭ؔ਺ͱ͢Δڑ཭ۭؒͱ͠ɼf : X ¡! Y Λ X ͔Β Y ΁ͷ
ؔ਺ͱ͢Δɻf ͕࣍ͷ৚݅Λຬͨ͢ͱ͖Ұ༷࿈ଓ (uniformly continuous) Ͱ͋Δͱݴ͏ɻ
೚ҙͷ " > 0 ʹ͍ͭͯ͋Δ ± > 0 ͕͋ΓɼdX(x;x0) < ± Λຬͨ͢ X ͷ఺ x, x0
ʹ͍ͭͯ dY (f(x);f(x0)) < " ͕੒Γཱͭʢ± ͷେ͖͞͸ x, x0 ͱ͸ಠཱͰ͋Δʣ ɻ
ఆཧ 1.49. X, Y Λڑ཭ۭؒͱ͠ɼX ͸ίϯύΫτͰ͋Δͱ͢Δɻͦͷͱ͖ X ͔Β Y ΁ͷ
࿈ଓͳؔ਺͸Ұ༷࿈ଓͰ͋Δɻ
ূ໌. dX, dY ΛͦΕͧΕڑ཭ۭؒ X, Y ͷڑ཭ؔ਺ͱ͠ɼf : X ¡! Y Λ X ͔Β Y ΁ͷ࿈
ଓؔ਺ͱ͢Δɻ
೚ҙͷ " ΛͱΓɼ֤ y 2 Y ʹରͯ͠




ͱఆٛ͢Δʢf(x) ͱ y ͷڑ཭͕ 1
2" ΑΓখ͍͞ x ͷू߹ʣ ɻy Λத৺ͱ͢Δ൒ܘ 1
2" ͷ Y ʹ͓
͚Δ։ٿΛ BY (y; 1
2") ͱ͢Δͱ Vy = f¡1(BY (y; 1
2")) Ͱ͋Δɻ։ٿ BY (y; 1
2") ͸։ू߹Ͱ͋
Γɼf ͸࿈ଓͰ͋Δ͔Βɼ͢΂ͯͷ y ʹ͍ͭͯ Vy ͸ X ʹ͓͍ͯ։ू߹Ͱ͋Γɼ·ͨ͢΂ͯ
ͷ x 2 X ʹ͍ͭͯ x 2 Vf(x) Ͱ͋Δɻ
ͦͷͱ͖ Vy ͷ૊ fVy : y 2 Y g ͸ڑ཭ۭؒ X ͷ։ඃ෴ͱͳΔɻ͕ͨͬͯ͠ Lebesgue ͷิ
୊ʢิ୊ 1.48ʣʹΑΓ௚ܘ͕ ± ΑΓখ͍͢͞΂ͯͷ X ͷ෦෼ू߹͕ɼ͋Δ Vy ͷ෦෼ू߹ͱ
35ͳΔΑ͏ͳ ± > 0 ͕͋Δɻx, x0 Λ dX(x;x0) < ± Λຬͨ͢఺ͱ͢Δͱɼू߹ fx;x0gʢx ͱ x0
ͷ 2 ఺͔ΒͳΔू߹ʣͷ௚ܘ͸ dX(x;x0) Ͱ͋ΓɼͦΕ͸ ± ΑΓখ͍͞ɻ͕ͨͬͯ͠ x 2 Vy
͔ͭ x0 2 Vy ͱͳΔΑ͏ͳ y 2 Y ͕͋Δɻͦͷͱ͖ dY (f(x);y) < 1
2", dY (f(x0);y) < 1
2" Ͱ
͋Δ͔Β
dY (f(x);f(x0)) · dY (f(x);y) + dY (f(x0);y) < "
ͱͳΔɻ͜Ε͸ f : X ¡! Y ͕Ұ༷࿈ଓͰ͋Δ͜ͱΛ͍ࣔͯ͠Δɻ ,
1.17 ϗϞτϐʔ
͜͜Ͱ͸࿈ଓؔ਺ͷؒͷॏཁͳؔ܎Ͱ͋ΔϗϞτϐʔʹ͍ͭͯߟ͑Δɻ
ఆٛ 1.23 (ϗϞτϐοΫ (homotopic)ɾϗϞτϐʔ (homotopy)). f ͱ g ΛҐ૬ۭؒ X
͔Β Y ΁ͷ࿈ଓؔ਺Ͱ͋Δͱ͢Δɻ࣍ͷ৚͕݅ຬͨ͞ΕΔͱ͖ f ͱ g ͸ϗϞτϐοΫͰ͋Δ
ͱݴ͏ɻ
͢΂ͯͷ x 2 X ʹ͍ͭͯ H(x;0) = f(x)ɼH(x;1) = g(x) ͕੒ΓཱͭΑ͏ͳ
X £ [0;1] ͔Β Y ΁ͷ࿈ଓؔ਺ H(x;t)ʢx 2 X; t 2 [0;1]ʣ͕ଘࡏ͢Δɻ
f ͱ g ͕ϗϞτϐοΫͰ͋Δͱ͖ f ' g ͱද͠ɼH Λ f ͱ g ͷؒͷϗϞτϐʔͱݺͿɻ
f ͱ g ͕ϗϞτϐοΫͰ͋Δͱ͸ɼҐ૬ۭؒ Y ͷதͰؔ਺ f ΛͣΔͣΔͱʢ࿈ଓతʹʣม
ܗͯ͠ g ʹ࡞Γม͑Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δ͜ͱΛҙຯ͢Δɻ
͜͜Ͱ࣍ͷิ୊Λࣔ͢ɻ
ิ୊ 1.50. X ͱ Y ΛҐ૬ۭؒͱ͢ΔͱɼϗϞτϐοΫͱ͍͏ؔ܎ (') ͸ X ͔Β Y ΁ͷ࿈
ଓͳؔ਺ʹ͍ͭͯͷಉ஋ؔ܎Ͱ͋Δɻ
ূ໌. (1). ࿈ଓͳؔ਺ͱͯ͠ fɼgɼh ΛͱΔɻ໌Β͔ʹ f ' f Ͱ͋ΔɻϗϞτϐʔͱͯ͠
H(x;t) = f(x) ΛͱΕ͹Α͍ɻ͕ͨͬͯ͠ ' ͸൓ࣹతͰ͋Δɻ
(2). f ' gͳΒ͹f ͱgͷؒͷϗϞτϐʔH(x;t)͕ଘࡏ͢Δɻͦͷͱ͖H0(x;t) = H(x;1¡
t) Λߟ͑Δͱ H0(x;t) ͸࿈ଓͰ͔ͭ H0(x;0) = g(x)ɼH0(x;1) = f(x) Λຬ͔ͨ͢Β g
͔Β f ΁ͷϗϞτϐʔͱͳΔɻ͕ͨͬͯ͠ ' ͸ରশతͰ͋ΔʢH0(x;t) ͸ f ͔Β g ΁
ͷมܗΛٯ޲͖ʹͨͲΔ΋ͷͰ͋Δʣ ɻ
(3). f ' g ͔ͭ g ' h Ͱ͋ΔͱԾఆ͠ɼf ͱ g ͷؒͷϗϞτϐʔΛ H1(x;t)ɼg ͱ h ͷؒͷ
ϗϞτϐʔΛ H2(x;t) ͱ͢Δɻ͜͜Ͱ H(x;t) Λ࣍ͷΑ͏ʹఆٛ͢Δɻ
H(x;t) =
(
H1(x;2t) 0 · t · 1
2ͷͱ͖
H2(x;2t ¡ 1) 1
2 · t · 1 ͷͱ͖
H(x;t)͸H(x; 1
2)(= H1(x;1) = H2(x;0)) = g(x)Λຬͨ͠ɼ X£[0; 1
2]ͷؒͱX£[1
2;1]
ͷؒͦΕͧΕͰ࿈ଓͰ͋Δ͔ΒX£[0;1]Ͱ࿈ଓͰ͋Δɻ·ͨH(x;0) = f(x)ɼ H(x;1) =
h(x) Λຬͨ͢ɻ͕ͨͬͯ͠ H(x;t) ͸ f ͔Β h ΁ͷϗϞτϐʔͱͳΓ f ' h ͕ಘΒΕ
Δ͔Β ' ͸ਪҠੑΛຬͨ͢ɻ
36ʮ൓ࣹੑʯ͸f ͔Βf ΁มܗ͢Δʹ͸Կ΋͠ͳ͚Ε͹Α͍ͱ͍͏͜ͱΛɼ ʮର
শੑʯ͸ f ͔Β g ΁มܗͰ͖ΔͳΒ͹ٯ޲͖ʹ g ͔Β f ΁มܗͰ͖Δ͜ͱ
Λɼ ʮਪҠੑʯ͸ f ͔Β g ΁ g ͔Β h ΁มܗͰ͖ΔͳΒ͹ɼf ͔Β g Λܦ༝
ͯ͠ h ΁มܗͰ͖Δͱ͍͏͜ͱΛҙຯ͢Δɻ
,
ఆٛ 1.24. X ͱ Y ΛҐ૬ۭؒɼA Λ X ͷ෦෼ू߹Ͱ͋Δͱ͢Δɻ·ͨ fɼg Λ X ͔ΒY ΁
ͷ࿈ଓͳؔ਺Ͱ͋ͬͯ fjA = gjAʢ͢΂ͯͷ a 2 A ʹ͍ͭͯ f(a) = g(a)ʣͰ͋ΔͱԾఆ͢
ΔʢA ͷ্Ͱ͸ f ͱ g ͕Ұக͢Δ͜ͱΛҙຯ͢Δʣ ɻ͜ͷͱ͖࣍ͷ৚͕݅ຬͨ͞ΕΔͳΒ͹ f
ͱ g ͸ A ʹؔͯ͠ϗϞτϐοΫͰ͋Δͱݴ͍ɼf ' g relA ͱද͢ɻ
͢΂ͯͷ x 2 X ʹ͍ͭͯ H(x;0) = f(x)ɼH(x;1) = g(x) Λຬͨ͢ f ͱ g ͷؒ






ఆٛ 2.1 (زԿֶతʹಠཱʢΞϑΟϯಠཱʣ). ͋ΔϢʔΫϦουۭؒRk ͷ఺v0, v1, :::, vq
͕࣍ͷ৚݅Λຬͨ͢ͱ͖زԿֶతʹಠཱ (geometrically independent)ɼ͋Δ͍͸ΞϑΟϯಠ








ͷղ͸ ¸0 = ¸1 = ¢¢¢ = ¸q = 0 ͷΈͰ͋Δʢ0 ͸θϩϕΫτϧɼ͢ͳΘͪ͢΂ͯͷ੒෼͕ 0
ͷϕΫτϧͰ͋Δʣ ɻ
¸0 = ¸1 = ¢¢¢ = ¸q = 0 Ҏ֎ͷղ͕͋Ε͹ q + 1 ݸͷ఺ͷগͳ͘ͱ΋Ұͭͷ࠲ඪ͕ଞͷ఺
ͷ࠲ඪʹΑͬͯද͞ΕΔ͜ͱʹͳΔɻ
3 ࣍ݩϢʔΫϦουۭؒ಺ʹɼಉҰ௚ઢ্ʹͳ͍ 3 ఺ΛͱΔͱҰͭͷ 2 ࣍ݩϢʔΫϦουۭ
ؒ͢ͳΘͪฏ໘͕Ͱ͖ɼͦͷฏ໘্ͷ͢΂ͯͷ఺ͷ࠲ඪ͸ͦͷ 3 ఺ͷ࠲ඪʹΑͬͯද͢͜ͱ
͕Ͱ͖Δɻ͕ͨͬͯ͠ 2 ࣍ݩϢʔΫϦουۭؒʹ͓͍ͯزԿֶతʹಠཱͳ఺͸ଟͯ͘΋ࡾͭ
Ͱ͋Δɻಉ༷ʹ k ࣍ݩϢʔΫϦουۭؒʹ͓͍ͯزԿֶతʹಠཱͳ఺͸ଟͯ͘΋ k + 1 ݸͰ
͋Δɻ
࣍ʹ୯ମΛఆٛ͢Δ
37ఆٛ 2.2 (୯ମ (simplex)). Rk ʹ͓͚Δ q ࣍ݩ୯ମͱ͸࣍ͷΑ͏ʹද͞ΕΔू߹Ͱ͋Δɻ
½ q X
j=0





ͨͩ͠ v0, v1, :::, vq ͸زԿֶతʹಠཱͳ఺Ͱ͋Δɻ͜ΕΒ͸୯ମͷ௖఺ͱݺ͹ΕΔɻ·ͨ
q Λ୯ମͷ࣍ݩ (dimension) ͱݴ͏ɻ
0 ࣍ݩ୯ମ͸Ұͭͷ఺ɼ1 ࣍ݩ୯ମ͸ 2 ఺Λ݁Ϳઢ෼ɼ2 ࣍ݩ୯ମ͸ 3 ఺Λ௖఺Λ͢Δࡾ֯
ܗɼ3 ࣍ݩ୯ମ͸ 4 ఺Λ௖఺Λ͢Δ࢛໘ମͰ͋Δɻ







tj = 1; 0 · tj · 1; j = 0;1::::;q








j=0 sj = 1 Ͱ͋Δͱ͢Δͱ
Pq
j=0(tj ¡ sj)vj = 0ɼ
Pq
j=0(tj ¡ sj) = 0 ͱͳ
Γɼv0, v1, :::, vq ͕زԿֶతʹಠཱͰ͋Δ͜ͱ͔Β͢΂ͯͷj ʹ͍ͭͯtj ¡sj = 0 ΛಘΔɻ
t0, t1, :::, tq Λ఺ x ͷॏ৺࠲ඪͱݺͿɻ
͜͜Ͱ࣍ͷิ୊Λࣔ͢
ิ୊ 2.1. q ΛෛͰͳ͍੔਺ɼ¾ ΛϢʔΫϦουۭؒ Rm ʹ͓͚Δ q ࣍ݩ୯ମɼ·ͨ ¿ Λ
Rn(n 6= m) ʹ͓͚Δ q ࣍ݩ୯ମͱ͢Δͱʢm ¸ q; n ¸ qʣ ɼ¾ ͱ ¿ ͸ಉ૬Ͱ͋Δɻ
























ఆٛ 2.3 (໘ (face)). ¾ ͱ ¿ Λ Rk ʹ͓͚Δ୯ମͰ͋Δͱ͢Δɻ¿ ͷ௖఺ͷू߹͕ ¾ ͷ௖఺
ͷू߹ͷ෦෼ू߹Ͱ͋Δʢ¿ ͷ͢΂ͯͷ௖఺͕ ¾ ͷ௖఺Ͱ΋͋Δʣͱ͖ ¿ ͸ ¾ ͷ໘Ͱ͋Δͱ
ݴ͏ɻ͋Δ୯ମͷ 1 ࣍ݩͷ໘Λล (edge) ͱݺͿɻ
୯ମ ¾ ࣗ਎΋ ¾ ͷ໘Ͱ͋Γɼ¾ ͷ௖఺ɼลʢ1 ࣍ݩ୯ମʣ΋ ¾ ͷ໘Ͱ͋Δɻͨͱ͑͹ 3 ࣍
ݩ୯ମʢ࢛໘ମʣͷ৔߹ɼͦΕࣗ਎ɼͦͷ֤໘ (4 ͭ͋Δ)ɼ֤ล (6 ͭ͋Δ)ɼ֤௖఺ʢ4 ͭ͋
Δʣ͕͜͜Ͱݴ͏໘Ͱ͋Δɻ
୯ମͦΕࣗ਎Ͱ͸ͳ͍୯ମͷ໘Λਅͷ໘ (proper face) ͱݺͿ͜ͱʹ͢Δɻ
͞Βʹ୯ମతෳମΛఆٛ͢Δɻ
38ఆٛ 2.4 (୯ମతෳମ (simplicial complex)). Rk ʹ͓͚Δ༗ݶݸͷ୯ମͷू߹ K ͕࣍ͷ
৚݅Λຬͨ͢ͱ͖୯ମతෳମͰ͋Δͱݴ͏ɻ
(1). ¾ ͕ K ʹଐ͢Δ୯ମͰ͋ΔͳΒ͹ɼ¾ ͷ͢΂ͯͷ໘΋ K ʹଐ͍ͯ͠Δɻ
(2). ¾1ɼ¾2 ΛK ʹଐ͢Δ୯ମͱ͢Δͱɼ¾1\¾2ʢ¾1 ͱ¾2 ͷڞ௨෦෼ʣ͸ۭू߹Ͱ͋Δʢ¾1



























ิ୊ 2.2. K Λ୯ମతෳମɼX Λ͋ΔҐ૬ۭؒͱ͢ΔɻjKj ͔Β X ΁ͷؔ਺ f ͸ɼK ͷ֤୯




K ʹଐ͢Δ͢΂ͯͷ୯ମͷ௖఺શମͷू߹Λ VertK Ͱද͢ɻK ͷ௖఺ͷ͋Δ૊͕ K ʹଐ
͢Δ͋Δ୯ମΛߏ੒͢Δͱ͖ɼͦͷ௖఺ͷ૊͕ͦͷ୯ମΛுΔ (span) ͱݴ͏ɻ
39ఆٛ 2.5 (෦෼ෳମ (sub-complex)). K Λ Rk ͷ୯ମతෳମͱ͢ΔɻK ʹଐ͢Δ୯ମͷ૊
L ͕࣍ͷ৚݅Λຬͨ͢ͱ͖ K ͷ෦෼ෳମͰ͋Δͱݴ͏ɻ
¾ ͕ L ʹଐ͢Δ୯ମͰ͋Δͱ͖ ¾ ͷ͢΂ͯͷ໘΋ L ʹଐ͢Δɻ
K ͷ෦෼ෳମ͸ͦΕࣗ਎୯ମతෳମͰ͋Δɻ
ఆٛ 2.6 (୯ମͷ಺෦ (interior)). v0, v1, :::, vq Λ Rk ͷ q ࣍ݩ୯ମ ¾ ͷ௖఺ͱ͢Δɻ
Pq
j=0 tjvjʢ͢΂ͯͷ j ʹ͍ͭͯ tj > 0 ͔ͭ
Pq
j=0 tj = 1ʣͷΑ͏ʹද͞ΕΔ఺ͷू߹Λ ¾ ͷ
಺෦ͱݺͿɻ¾ ͷ಺෦ͱ͸ ¾ ͷਅͷ໘ʹؚ·Εͳ͍఺ͷू߹Ͱ͋Δɻ
0 ࣍ݩ୯ମͷ৔߹͸ 1 ఺Ͱ͋Δ͔ΒɼͦΕࣗ਎͕಺෦Ͱ΋͋Δɻ
୯ମ¾ ͷ͋ΒΏΔ఺͸ͨͩҰͭͷ¾ ͷ໘ʢ¾ ࣗ਎΋ؚΊͯʣͷ಺෦ʹؚ·ΕΔɻv0, v1, :::,
vq Λ ¾ ͷ௖఺ɼx Λ ¾ ͷ͋Δ఺ͱ͢Δͱɼx =
Pq
j=0 tjvjʢ͢΂ͯͷ j ʹ͍ͭͯ 0 · tj · 1
͔ͭ
Pq
j=0 tj = 1ʣͱҰҙʹද͞ΕΔ͕ɼx Λ಺෦ʹؚΉ໘͸͜ͷࣜͰ tj > 0 ͱͳ͍ͬͯΔ
vj ʹΑͬͯுΒΕΔ໘Ͱ͋Δʢ͋Δ tj = 0 Ͱ͋Ε͹ x Λ಺෦ʹؚΉ໘͸௖఺ vj Λؚ·ͳ͍ɻ
͢΂ͯͷ tj ͕θϩʹͳΔ͜ͱ͸ͳ͘ඞͣ͋Δ tj ͸ਖ਼Ͱ͋Δʣ ɻ
͜͜Ͱ࣍ͷิ୊Λࣔ͢ɻ
ิ୊ 2.3. Rk ͷ୯ମͷ͋Δ૊Λ K ͱ͠ɼK ʹؚ·ΕΔ͢΂ͯͷ୯ମͷ࿨ू߹Λ jKj ͱ͢Δɻ
͜ͷͱ͖ɼ࣍ͷ৚͕݅ຬͨ͞ΕΔͱ͖ɼ·ͨͦͷͱ͖ʹͷΈ K ͸୯ମతෳମͰ͋Δɻ
(1). K ͸ͦΕʹؚ·ΕΔ୯ମͷ͢΂ͯͷ໘ΛؚΉɻ
(2). jKj ্ͷ͢΂ͯͷ఺͸ K ʹؚ·ΕΔ͋ΔҰͭͷ୯ମͷ಺෦ʹؚ·ΕΔɻ
ূ໌. ·ͣK ͕୯ମతෳମͰ͋ΔͱԾఆͯ͠ΈΑ͏ɻ͢ΔͱK ͸ͦΕʹଐ͢Δ୯ମͷ໘Λؚ
ΜͰ͍Δɻ͜͜Ͱࣔ͢΂͖͸ jKj ͷ͢΂ͯͷ఺͕ K ͷͨͩҰͭͷ୯ମͷ಺෦ʹؚ·ΕΔ͜ͱ
Ͱ͋Δɻx 2 jKj ͱ͢Δͱɼ͋Δ୯ମʹؚ·ΕΔ͢΂ͯͷ఺͸͍ͣΕ͔ͷ໘ʢͦͷ୯ମࣗ਎
΋ؚΊͯʣͷ಺෦ʹؚ·ΕΔʢ௖఺͸ 0 ࣍ݩ୯ମͷ಺෦ʹؚ·ΕΔʣ͔Βɼx ͸ K ͷ͋Δ୯
ମͷ໘ ¾ ʹؚ·ΕΔɻͦͷͱ͖ɼK ͸ͦͷ୯ମͷ໘ΛؚΉ͔Β ¾ 2 K Ͱ͋Δɻ͕ͨͬͯ͠ x
͸ K ͷগͳ͘ͱ΋Ұͭͷ୯ମͷ಺෦ʹؚ·ΕΔɻx ͕ K ͷೋͭͷ୯ମ ¾ ͱ ¿ ͷ಺෦ʹؚ·
ΕΔͱԾఆͯ͠ΈΑ͏ɻ͢Δͱ K ͸୯ମతෳମͰ͋Δ͔Β x ͸ ¾ ͱ ¿ ͷ͋Δڞ௨ͷ໘ ¾ \ ¿
ʹؚ·Εͳ͚Ε͹ͳΒͳ͍ɻ͔͠͠ɼ¾ ͱ ¿ ͸ҟͳΔ୯ମͰ͋Δ͔Β͜ͷڞ௨ͷ໘͸ ¾ ࣗ਎
͋Δ͍͸ ¿ ࣗ਎Ͱ͸ͳ͍໘Ͱͳ͚Ε͹ͳΒͳ͍͕ɼ͜Ε͸ x ͕ ¾ ͱ ¿ ͷ಺෦ʹؚ·ΕΔͱ͍
͏͜ͱͱໃ६͢ΔɻΏ͑ʹɼx Λͦͷ಺෦ʹؚΉ K ͷ୯ମ͸ͨͩҰͭͰ͋Δ͜ͱ͕ݴ͑Δɻ
ٯʹɼ্ͷ৚݅Λຬͨ͢୯ମͷ૊͕୯ମతෳମͰ͋Δ͜ͱΛࣔͦ͏ɻK ͸ͦͷ୯ମͷ͢΂
ͯͷ໘ΛؚΜͰ͍Δ͔Βࣔ͢΂͖͸ ¾ ͱ ¿ ͕ K ͷೋͭͷ୯ମͰ͋ͬͯڞ௨෦෼͕ۭू߹Ͱ͸
ͳ͍ͱ͖ʹ ¾ \¿ ͕ ¾ ͱ ¿ ͷڞ௨ͷ໘ʹͳ͍ͬͯΔ͜ͱͰ͋Δɻx 2 ¾ \¿ ͱ͢Δͱɼx ͸ K
ͷͨͩҰͭͷ୯ମ ! ʹଐ͍ͯ͠ΔɻҰํ ¾ ͱ ¿ ͷ೚ҙͷ఺͸ͦΕΒͷ୯ମͷͨͩҰͭͷ໘ʹ
ଐ͓ͯ͠Γɼ·ͨ¾ ͱ¿ ͷ͢΂ͯͷ໘͸K ʹଐ͍ͯ͠Δɻ͕ͨͬͯ͠! ͸¾ ͱ¿ ͷڞ௨ͷ໘
Ͱ͋Γɼ! ͷ௖఺͸ ¾ɼ¿ ྆ํͷ௖఺Ͱ͋ΔɻΑͬͯ୯ମ ¾ ͱ ¿ ͸ڞ௨ͷ௖఺Λ࣋ͪɼ¾ \ ¿
ͷ͢΂ͯͷ఺͸ͦͷڞ௨ͷ௖఺͕ுΔ ¾ ͱ ¿ ͷڞ௨ͷ໘ ½ ʹଐ͍ͯ͠Δɻ͜Ε͸ ¾ \ ¿ = ½
Λҙຯ͠ɼ͕ͨͬͯ͠ ¾ \ ¿ ͸ ¾ ͱ ¿ ͷڞ௨ͷ໘Ͱ͋Δɻ ,
40ఆٛ 2.7 (ࡾ֯ܗ෼ׂ (triangulation)). ͋ΔҐ૬ۭؒ X ͱϢʔΫϦουۭؒʹ͓͚Δ୯




ิ୊ 2.4. X Λϋ΢ευϧϑۭؒɼK Λ୯ମతෳମͱ͠ɼh : jKj ¡! X Λ jKj ͔Β X ΁ͷ
શ୯ࣹͰ͋Δͱ͢Δɻh ͷ K ͷ֤୯ମ΁ͷ੍ݶ͕ͦͷ୯ମ্Ͱ࿈ଓͰ͋Ε͹ h : jKj ¡! X
͸ಉ૬ࣸ૾Ͱ͋Γɼ͕ͨͬͯ͠ (K;h) ͸ X ͷࡾ֯ܗ෼ׂͰ͋Δɻ
ূ໌. K ͷ֤୯ମ͸ jKj ͷด෦෼ू߹Ͱ͋ΓɼK ͷ୯ମͷ਺͸༗ݶݸͰ͋Δɻ͕ͨͬͯ͠ิ
୊ 1.12ʹΑΓ h : jKj ¡! X ͸࿈ଓͰ͋Δɻ·ͨ K ͷଟ໘ମ jKj ͸ίϯύΫτͳҐ૬ۭؒ
Ͱ͋ΔɻίϯύΫτͳҐ૬ۭ͔ؒΒϋ΢ευϧϑۭؒ΁ͷ࿈ଓͳશ୯ࣹ͸ಉ૬ࣸ૾Ͱ͋Δʢఆ
ཧ 1.38ʣ͔Β (K;h) ͸ X ͷࡾ֯ܗ෼ׂͱͳΔɻ ,
2.2 ୯ମࣸ૾
·ͣʮ୯ମࣸ૾ʯΛఆٛ͢Δɻ
ఆٛ 2.8 (୯ମࣸ૾). ͋Δ୯ମతෳମ K ͷ௖఺ͷू߹ VertK ͔Β͋Δ୯ମతෳମ L ͷ௖఺
ͷू߹VertL΁ͷؔ਺s͕࣍ͷ৚݅Λຬͨ͢ͱ͖K ͱLͷؒͷ ʮ୯ମࣸ૾(simplicial map)ʯ
Ͱ͋Δͱݴ͏ɻ
K ͷ௖఺ͷ͋Δू߹ v0, v1, :::, vq ͕ K ʹؚ·ΕΔ q ࣍ݩ୯ମΛுΔͱ͖ɼ
s(v0), s(v1), :::, s(vq) ͸ L ʹؚ·ΕΔ q ࣍ݩ୯ମΛுΔɻ













ͨͩ͠ j = 0;1;:::;q ʹ͍ͭͯ 0 · tj · 1 ͔ͭ
Pq
j=0 tj = 1 Ͱ͋Γɼ·ͨ v0, v1, :::, vq
͸ K ͷ୯ମΛுΔ௖఺Ͱ͋Δɻ͜ͷࣸ૾ͷ࿈ଓੑ͸ิ୊ 1.12͔Βಋ͔ΕΔʢ֤୯ମͷதͰ͜
ͷࣸ૾͸࿈ଓʣ ɻ͜ͷࣸ૾ʹΑͬͯ v0, v1, :::, vq ͕ுΔ K ͷ୯ମͷ (t0;t1;:::;tq) ͱ͍͏
࠲ඪΛ࣋ͭ఺͕ɼs(v0), s(v1), :::, s(vq) ͕ுΔ L ͷ୯ମͷ΍͸Γ (t0;t1;:::;tq) ͱ͍͏࠲
ඪΛ࣋ͭ఺ʹҠ͞ΕΔɻ͕ͨͬͯ͠ K ͷ୯ମ ¾ ͷ಺෦͸ L ͷ୯ମ s(¾) ͷ಺෦ʹҠ͞ΕΔɻ





vj(vi 6= vi) ʹ͍ͭͯ s(vi) = s(vj) ͱͳͬͯ΋͔·Θͳ͍ɻ͕ͨͬͯ͠ v1, :::, vq ʹΑͬ
ͯுΒΕΔ K ͷ୯ମΑΓɼs(v0), s(v1), :::, s(vq) ʹΑͬͯுΒΕΔ L ͷ୯ମͷํ͕࣍ݩ͕
௿͍͜ͱ΋͋ΓಘΔɻ






















(a) ʹ͓͍ͯ͸ x1, x2, x3 ͓Αͼ x2, x4 ͕ K ͷ୯ମʢͦΕͧΕࡾ֯ܗͱઢ෼ʣΛுΓɼ
s(x1)(s(x3)), s(x2) ͓Αͼ s(x2), s(x4) ͕ L ͷ୯ମʢͱ΋ʹઢ෼ʣΛு͍ͬͯΔɻҰํɼ(b)
ʹ͓͍ͯ͸x1, x2, x3 ͕K ͷ୯ମʢࡾ֯ܗʣΛு͍ͬͯΔ͕ɼL ʹ͓͍ͯs(x1), s(x2), s(x3)
͸୯ମΛு͍ͬͯͳ͍ɻ
2.3 ୯ମͷॏ৺෼ׂ





(v0 + v1 + ¢¢¢ + vq)
0 ࣍ݩ୯ମʢ఺ʣͷॏ৺͸ͦͷ఺ࣗ਎ɼ1 ࣍ݩ୯ମʢઢ෼ʣͷॏ৺͸ͦͷத఺ɼ2 ࣍ݩ୯ମʢࡾ
֯ܗʣͷॏ৺͸ͦͷࡾ֯ܗͷॏ৺ʢࡾ֯ܗͷ௖఺ͱ޲͔͍߹ͬͨลͷத఺Λ݁Ϳઢ෼Λ 2:1 ʹ
಺෼͢Δ఺ʣ ɼͳͲͰ͋Δɻ
¾ ͱ ¿ ͕͋ΔϢʔΫϦουۭؒͷ୯ମͰ͋ͬͯɼ¾ ͕ ¿ ͷਅͷ໘ʹͳ͍ͬͯΔ৔߹ɼ¾ < ¿
ͱॻ͘͜ͱʹ͢Δɻ
͋Δ୯ମ K1 ͕࣍ͷ৚݅Λຬͨ͢ͱ͖ K ͷ෼ׂ (subdivision) Ͱ͋Δͱݴ͏ɻ
jK1j = jKj Ͱ͋ͬͯɼK1 ͷ୯ମ͸͢΂ͯ K ͷ୯ମͰ΋͋Δɻ
ఆٛ 2.9 (ॏ৺෼ׂ (barycentric subdivision)). K Λ Rk ͷ୯ମతෳମͰ͋Δͱ͢Δɻ
K0 ͕࣍ͷ৚݅Λຬͨ͢ͱ͖K ͷҰ࣍ॏ৺෼ׂ(ﬁrst barycentric subdivision)Ͱ͋Δͱݴ͏ɻ
K0 ͸Rk ͷ୯ମͷ૊Ͱ͋Γɼͦͷ୯ମͷ௖఺͸¾0 < ¾1 < ¢¢¢ < ¾r ͱ͍͏ؔ܎Λ
ຬͨ͢ K ͷ୯ମͷྻ ¾0, ¾1, :::, ¾r ͷॏ৺ ˆ ¾0, ˆ ¾1, :::, ˆ ¾r ͔ΒͳΔɻ͕ͨͬ͠
42ͯ K0 ͷ௖఺ͷू߹͸ K ͷ୯ମͷ͢΂ͯͷॏ৺͔ΒͳΔʢK ͷ௖఺͸ K ʹؚ·
ΕΔ 1 ࣍ݩ୯ମͰ͋Γɼͦͷॏ৺͸ͦͷ఺ࣗ਎Ͱ͋Δ͔Β K0 ʹ΋ؚ·ΕΔʣ ɻ
ͨͱ͑͹ K ͕Ұͭͷࡾ֯ܗʢ2 ࣍ݩ୯ମʣ͔ΒͳΔ৔߹ɼͦͷҰ࣍ॏ৺෼ׂͱ͸ K ͷ໘Ͱ͋
Δࡾ֯ܗͷ֤ลʢ1 ࣍ݩ୯ମʣͷத఺ͱࡾ֯ܗͷॏ৺ΛͱΓɼͦͷࡾ֯ܗͷॏ৺͔Β֤ลͷத






ิ୊ 2.5. K Λ͋ΔϢʔΫϦουۭؒͷ୯ମతෳମͰ͋ΓɼK0 ΛͦͷҰ࣍ॏ৺෼ׂͰ͋Δͱ
͢Δɻͦͷͱ͖ K0 ࣗ਎΋୯ମతෳମͰ͋ΓɼjK0j ͱ jKj ͱ͸Ұக͢Δɻ
ূ໌. K ʹؚ·ΕΔ୯ମͷ਺ʹؔ͢Δ਺ֶతؼೲ๏Ͱূ໌͢ΔɻK ͕Ұͭͷ୯ମ͔ΒͳΔ৔




ॏ৺෼ׂ K0 ͷఆ͔ٛΒ K0 ͷ୯ମͷ͋ΒΏΔ໘͸ K0 ʹؚ·Ε͍ͯΔ͔Βɼ͜͜Ͱࣔ͢΂
͖͸ K0 ͔Βͱͬͨೋͭͷ୯ମ͸ڞ௨෦෼Λ࣋ͨͳ͍͔ɼ·ͨ͸ڞ௨෦෼͕ͦͷೋͭͷ୯ମͷ
ڞ௨ͷ໘ʹͳ͍ͬͯΔ͜ͱͰ͋Δɻ
K ͱಉ࣍͡ݩΛ࣋ͭK ͷ୯ମ¾ ΛͱΓɼL = K nf¾gʢK ͔Β¾ ΛऔΓআ͍ͨ΋ͷʣͱ͢
Δɻ͢Δͱ ¾ ͸ K ͷ୯ମͷਅͷ໘Ͱ͸ͳ͍ʢK ͱಉ࣍͡ݩͰ͋Δ͔Βʣ͔Β L ͸ K ͷ෦෼
ෳମͱͳΔɻL ͸ K ΑΓ΋গͳ͍୯ମΛؚΉɻ͕ͨͬͯ͠ؼೲ๏ͷԾఆ͔Β L0ʢL ͷॏ৺෼
ׂʣ͸୯ମతෳମͰ͋Γ jL0j = jLj ͕੒Γཱͭɻ·ͨ K0 ͷఆ͔ٛΒ K0 ͸ҎԼͷ΋ͷʹΑͬ
ͯߏ੒͞ΕΔɻ
² L0 ͷ୯ମ
² ¾ ͷॏ৺ ˆ ¾
² ¾ ͷਅͷ໘ͷॏ৺Λ௖఺ͱ͢Δ L0 ͷ୯ମ ½ ʹ ¾ ͷॏ৺ ˆ ¾ ΛՃ͑ͯಘΒΕͨ୯ମ ˆ ¾½





͍ͯΔ͜ͱ͕Θ͔ΔɻL0 ͸୯ମతෳମͰ͋Δ͔Β L0 ͷ೚ҙͷೋͭͷ୯ମ͸ڞ௨ͷ໘ͰަΘ
Δɻͦͷ௖఺͕ ¾ ͷ໘ͷॏ৺Ͱ͋ΔΑ͏ͳ L0 ͷ୯ମ ½1, ½2 ΛͱΔͱɼ½1 \ ½2 ͸ ½1 ͱ ½2 ͷ
ڞ௨ͷ໘Ͱ͋Γɼ·ͨ ˆ ¾½1 \ ˆ ¾½2 = ˆ ¾(½1 \ ½2) Ͱ͋Δ͔Βɼˆ ¾½1 \ ˆ ¾½2 ͸ ˆ ¾½1 ͱ ˆ ¾½2 ͷڞ௨
ͷ໘Ͱ͋Δʢˆ ¾½1ɼˆ ¾½2 ͸ͦΕͧΕ ½1 ͱ ˆ ¾ ʹΑͬͯ࡞ΒΕΔ୯ମɼ½2 ͱ ˆ ¾ ʹΑͬͯ࡞ΒΕΔ
୯ମͰ͋ΓɼͦΕΒͷڞ௨෦෼͸ ½1 ͱ ½2 ͷڞ௨෦෼Ͱ͋Δ ½1 \½2 ͱ ˆ ¾ ʹΑͬͯ࡞ΒΕΔ୯
ମʹ౳͍͠ʣ ɻ·ͨɼL0 ͷ೚ҙͷ୯ମ ¿ ͸ ¾ ͷॏ৺ͱ͸ަΘ͍ͬͯͳ͍͔Βɼˆ ¾½\¿ = ½\¿
Ͱ͋ΔɻҎ্ͷ͜ͱ͔Β K0 ͸୯ମతෳମͰ͋Δɻ
࠷ޙʹjK0j = jKjΛ֬ೝ͠Α͏ɻK0 ͷ͢΂ͯͷ୯ମ͕K ͷ୯ମʹؚ·ΕΔ͔ΒjK0j ½ jKj
Ͱ͋ΔɻxΛ୯ମ¾ ͷ఺ͱ͢Δͱɼ ¾ ͷ໘ʹଐ͢Δ఺y ͱt 2 [0;1]Λ༻͍ͯx = (1¡t)ˆ ¾+ty
ͱॻ͚Δɻͦͷͱ͖ɼy 2 jLj Ͱ͋Γɼؼೲ๏ͷԾఆ͔Β jLj = jL0j Ͱ͋ΔɻΏ͑ʹ y ͸ ¾ ͷ
ਅͷ໘ͷॏ৺Λ௖఺ͱ͢Δ L0 ͷ୯ମ ½ ʹଐ͍ͯ͠Δɻͦ͏͢Δͱ x 2 ˆ ¾½ ͱͳΓɼx 2 jK0j
Ͱ͋Δɻ͕ͨͬͯ͠ jKj ½ jK0j ͱͳΔ͔ΒٻΊΔ jK0j = jKj ͕ಘΒΕΔɻ ,
K ͷ j ࣍ॏ৺෼ׂ K(j) Λɼؼೲతʹ K(j¡1) ͷҰ࣍ॏ৺෼ׂͱͯ͠ఆٛ͢ΔʢK0 ͷҰ࣍ॏ
৺෼ׂ͕ K(2)ɼK(2) ͷҰ࣍ॏ৺෼ׂ͕ K(3)ɼͳͲͱͯ͠ॱʹఆٛ͢Δʣ ɻK ͕ࡾ֯ܗͷ৔߹
ͷྫͰݴ͑͹ɼ֤ลͷத఺ͱࡾ֯ܗͷॏ৺ʹΑͬͯҰ౓෼ׂͯ͠Ͱ͖ͨখ͍͞ࡾ֯ܗʹ͍ͭ
ͯɼ͞Βʹ֤ลͷத఺ͱࡾ֯ܗͷॏ৺Λͱͬͯ෼ׂ͢Δͷ͕ೋ࣍ॏ৺෼ׂɼͦΕΛ܁Γฦͯ͠
j ࣍ॏ৺෼ׂ K(j) ͕ಘΒΕΔɻ
ิ୊ 2.6. ¾ Λ q ࣍ݩ୯ମɼ¿ Λ ¾ ͷ໘ͱ͢Δɻ·ͨ ˆ ¾, ˆ ¿ ΛͦΕͧΕͷॏ৺ͱ͢Δɻ¾ ͷ͢
΂ͯͷ 1 ࣍ݩ୯ମʢลʣ͕ d ҎԼͷ௕͞ (d > 0) Λ࣋ͭͳΒ͹




ূ໌. v0, v1, :::, vq Λ ¾ ͷ௖఺ͱ͢Δɻx, y Λ ¾ ͷ఺ͱ͢Δͱɼy =
Pq
j=0 tjvjʢj =
0;1;:::;q ʹ͍ͭͯ 0 · tj · 1 ͔ͭ
Pq
j=0 tj = 1ʣͱॻ͚Δɻ͕ͨͬͯ͠













·max(jx ¡ v0j;jx ¡ v1j;:::;jx ¡ vqj)
͜ͷ݁ՌΛ x = ˆ ¾, y = ˆ ¿ ʹద༻͢Δͱ
jˆ ¾ ¡ ˆ ¿j · max(jˆ ¾ ¡ v0j;jˆ ¾ ¡ v1j;:::;jˆ ¾ ¡ vqj)












44Ͱ͋Δɻ·ͨ zi 2 ¾ Ͱ͋Δɻ͕ͨͬͯ͠ i = 0;1;:::;q ʹ͍ͭͯ
jˆ ¾ ¡ vij =
q
q + 1








K ͷลʢ1 ࣍ݩ୯ମʣͷ಺࠷΋௕͕͞େ͖͍΋ͷͷ௕͞Λ ¹(K) Ͱද͢ɻ







ূ໌. K0 ͷ 1 ࣍ݩ୯ମ͸ (ˆ ¿; ˆ ¾) ͷܗʹද͢͜ͱ͕Ͱ͖Δɻ¾ ͸ K ͷ q ࣍ݩ୯ମ (q · n)ɼ¿
͸ͦͷ໘Ͱ͋ΔʢK0 ͸ K ͷॏ৺෼ׂͰ͋Δ͔ΒɼK0 ͷ 1 ࣍ݩ୯ମ͸ K ʹؚ·ΕΔ͋Δ୯
ମʢq ࣍ݩ୯ମʣͷॏ৺ͱͦͷ໘ͷॏ৺ͱΛ݁Μͩઢ෼Ͱ͋Δʣ ɻ͢Δͱิ୊ 2.6ʹΑΓ








͜ͷิ୊͔Β K(j) Λ K ͷ j ࣍ॏ৺෼ׂͱ͢Δͱ limj!+1¹(K(j)) = 0 Ͱ͋Δ͜ͱ͕Θ͔




ఆٛ 2.10 (୯ମۙࣅ). ୯ମతෳମ K ͱ L ʹΑͬͯ࡞ΒΕΔଟ໘ମΛ jKj, jLj Ͱද͠ɼf Λ
jKj ͔Β jLj ΁ͷ࿈ଓؔ਺ͱ͢ΔɻK ͔Β L ΁ͷ୯ମࣸ૾ s ͓ΑͼͦΕ͔Βࣗવʹಋ͔ΕΔ
࿈ଓࣸ૾ʢ΍͸Γs Ͱද͢ʣ͕࣍ͷ৚݅Λຬͨ͢ͱ͖ɼ୯ମࣸ૾s ͸f ͷ୯ମۙࣅ(simplicial
approximation) Ͱ͋Δͱݴ͏ɻ
jKj ্ͷ֤఺ x ʹ͍ͭͯ s(x) ͸ f(x) Λͦͷ಺෦ʹؚΉͨͩҰͭͷ L ͷ୯ମͷཁ
ૉͰ͋Δɻ
2




















ΑΓ jzi ¡ vij · d Ͱ͋Δɻ
45ͭ·Γɼ͢΂ͯͷ x ʹ͍ͭͯ s(x) ͱ f(x) ͱ͕ L ͷಉ͡୯ମʹؚ·Ε͍ͯΔͱ͍͏͜ͱͰ
͋Δɻ
K ͔ΒL ΁ͷ୯ମࣸ૾s ͕jKj ͔ΒjLj ΁ͷؔ਺f ͷ୯ମۙࣅͰ͋Δͱ͖ɼs ͱf ͸ϗϞτ
ϐοΫͰ͋Δɻ͜Ε͸jKj£[0;1]͔ΒjLj΁ͷؔ਺(1¡t)f(x)+ts(x) ʢ(x;t) 2 jKj£[0;1]ʣ
͕ f ͱ s ͷؒͷϗϞτϐʔʹͳΔ͜ͱ͔ΒΘ͔Δɻ
࣍ʹʮ੕ঢ়ମʯΛఆٛ͢Δɻ
ఆٛ 2.11 (੕ঢ়ମ (star)). K Λ୯ମతෳମɼx 2 jKj ͱ͢Δɻ఺ x ΛؚΉ͢΂ͯͷ K ͷ୯
ମͷ಺෦ͷ࿨ू߹Λ K ʹ͓͚Δ x ͷ੕ঢ়ମͱݺͼɼstK(x) ͱද͢ɻ




ิ୊ 2.8. K Λ୯ମతෳମɼx 2 jKj ͱ͢Δɻͦͷͱ͖੕ঢ়ମ stK(x) ͸ jKj ʹ͓͍ͯ։ू߹
Ͱ͋Γɼx 2 stK(x)ʢx ͸੕ঢ়ମʹؚ·ΕΔʣͰ͋Δɻ
ূ໌. ิ୊2.3ʹΑΓjKjͷ͢΂ͯͷ఺͸K ͷͨͩҰͭͷ୯ମͷ಺෦ʹଐ͍ͯ͠Δɻ͕ͨͬ͠
ͯ jKj ʹ͓͚Δ stK(x) ͷิू߹ jKjnstK(x) ͸ x Λؚ·ͳ͍ K ͷ୯ମͷ಺෦ͷ࿨ू߹Ͱ͋
Δʢ͜Εʹ͸x Λؚ·ͳ͍ઢ෼΍x Ҏ֎ͷ௖఺΋ؚ·ΕΔʣ ɻҰํɼK ͷ୯ମ͕x Λؚ·ͳ͚
Ε͹ͦͷ໘΋ x Λؚ·ͳ͍ɻ͞Βʹɼ͋Δ୯ମͷ͢΂ͯͷ໘ͷ಺෦ͷ࿨ू߹͸ͦͷ୯ମࣗ਎
ʹଞͳΒͳ͍ɻ͕ͨͬͯ͠ jKj n stK(x) ͸ x Λؚ·ͳ͍ K ͷ͢΂ͯͷ୯ମͷ࿨ू߹Ͱ͋Δɻ
͔͠͠ɼK ͷ֤୯ମ͸ jKj ͷดू߹Ͱ͋Δ͔Β jKj n stK(x) ͸༗ݶݸͷดू߹ͷ࿨ू߹Ͱ͋
ΓɼͦΕࣗ਎ jKj ͷดू߹Ͱ͋ΔɻΑͬͯ stK(x) ͕ jKj ͷ։ू߹Ͱ͋Δ͜ͱ͕ಋ͔ΕΔɻ·
ͨ x ͕গͳ͘ͱ΋Ұͭͷ K ͷ୯ମͷ಺෦ʹଐ͍ͯ͠ΔͷͰ x 2 stK(x) Ͱ͋Δɻ ,
͞Βʹ࣍ͷิ୊ΛಘΔɻ
ิ୊ 2.9. ୯ମతෳମ K, L ͷ௖఺ͷू߹ͷؒͷؔ਺ s : V ertK ¡! V ertL ͸࣍ͷ৚͕݅ຬ
ͨ͞ΕΔͱ͖ɼ·ͨͦͷͱ͖ʹͷΈ୯ମࣸ૾Ͱ͋Γɼ͔ͭ͋Δ࿈ଓؔ਺ f : jKj ¡! jLj ͷ୯
ମۙࣅͰ͋Δɻ
K ͷ͢΂ͯͷ௖఺ v ʹ͍ͭͯ f(stK(v)) ½ stL(s(v)) Ͱ͋Δɻ
ূ໌. s : K ¡! L Λ f : jKj ¡! jLj ͷ୯ମۙࣅͱ͠ɼv Λ K ͷ௖఺ɼx 2 stK(v) Ͱ
͋Δͱ͢Δɻͦͷͱ͖ x, f(x) ͸ͦΕͧΕͨͩҰͭͷ୯ମ ¾ 2 K, ¿ 2 L ͷ಺෦ʹଐ͍ͯ͠
Δɻ͞ΒʹɼstK(v) ͷఆ͔ٛΒ v ͸ ¾ ͷ௖఺Ͱͳ͚Ε͹ͳΒͳ͍ɻs ͕ f ͷ୯ମۙࣅͰ͋Δ
͔Β s(x) ͸ ¿ ʹଐ͓ͯ͠Γɼ͕ͨͬͯ͠ s(x) ͸ ¿ ͷ͋Δ໘ͷ಺෦ʹଐ͍ͯ͠ͳ͚Ε͹ͳΒ
ͳ͍ɻҰํɼx ͸ ¾ ͷ಺෦ʹ͋ΔͷͰ s(x) ͸ s(¾) ͷ಺෦ʹଐ͍ͯ͠ͳ͚Ε͹ͳΒͳ͍ɻ͠
͕ͨͬͯɼs(¾) ͸ ¿ ͷ໘Ͱ͋Γɼs(v) ͸ ¿ ͷ௖఺Ͱ͋ΔɻΑͬͯ f(x) 2 stL(s(v)) Ͱ͋Γɼ
s : K ¡! L ͕ f : jKj ¡! jLj ͷ୯ମۙࣅͰ͋ΔͳΒ͹ f(stL(v)) ½ stL(s(v)) Ͱ͋Δ͜ͱ
͕ݴ͑Δɻ
ٯʹ s : V ertK ¡! V ertL ͕͢΂ͯͷ K ͷ௖఺ v ʹ͍ͭͯ f(stK(v)) ½ stL(s(v)) Λຬ
ͨ͢Α͏ͳؔ਺Ͱ͋Δͱ͢Δɻv0, v1, :::, vq Λ௖఺ͱ͢Δ K ͷ͋Δ୯ମͷ಺෦ͷ఺Λ x ͱ
46͢Δͱɼj = 0;1;2;:::;q ʹରͯ͠ x 2 stK(vj) Ͱ͋Δ͔Β f(x) 2 stL(s(vj)) Ͱ͋Δɻͨ͠
͕֤ͬͯʑͷ s(vj) ͸ f(x) Λͦͷ಺෦ʹؚΉͨͩҰͭͷ୯ମ ¿ 2 L ͷ௖఺Ͱͳ͚Ε͹ͳΒ
ͳ͍ɻ͕ͨͬͯ͠ s(v0), s(v1), :::, s(vq) ͸ ¿ ͷ໘ΛுΓɼs(x) 2 ¿ Ͱ͋ΔɻҎ্ʹΑͬͯ
s : V ertK ¡! V ertL ͸ f : jKj ¡! jLj ͷ୯ମۙࣅͱͳΔ୯ମࣸ૾Λදݱ͍ͯ͠Δ͜ͱ͕
ݴ͑ͨɻ ,
͜ͷิ୊͔Β࣍ͷܥ͕ಘΒΕΔɻ
ܥ 2.10. K, L, M Λ୯ମతෳମͱ͢Δɻs : K ¡! L, t : L ¡! M ͕ͦΕͧΕ࿈ଓؔ਺
f : jKj ¡! jLj, g : jLj ¡! jMjͷ୯ମۙࣅͰ͋Ε͹ɼ t±s : K ¡! M ͸g±f : jKj ¡! jMj
ͷ୯ମۙࣅͰ͋Δɻ
ূ໌. s ͕ f ͷ୯ମۙࣅͰ͋Δ͔Β K ͷ௖఺ v ʹ͍ͭͯ
f(stK(v)) ½ stL(s(v))
Ͱ͋Γɼ·ͨ t ͕ g ͷ୯ମۙࣅͰ͋Δ͔Β L ͷ௖఺ s(v) ʹ͍ͭͯ
g(stL(s(v))) ½ stM(t(s(v)))
ΛͰ͋Δɻ͕ͨͬͯ͠
g(f(stK(v))) ½ g(stL(s(v))) ½ stM(t(s(v)))
ΛಘΔɻ͜Ε͸ t ± s ͕ g ± f ͷ୯ମۙࣅͰ͋Δ͜ͱΛҙຯ͢Δɻ ,
࠷ޙʹ࣍ͷఆཧΛಘΔɻ
ఆཧ 2.11 (୯ମۙࣅఆཧ(Simplicial Approximation Theorem)). K ͱL Λ୯ମతෳ
ମɼf Λ jKj ͔Β jLj ΁ͷ࿈ଓؔ਺ͱ͢Δɻͦͷͱ͖ɼॆ෼େ͖ͳ j ʹ͍ͭͯ f ͷ୯ମۙࣅͱ
ͳΔ K(j) ͔Β L ΁ͷ୯ମࣸ૾ s ͕ଘࡏ͢Δɻ
ূ໌. L ͷ௖఺Λ w ͱ͢Δͱɼิ୊ 2.8ʹΑ֤ͬͯ stL(w) ͸ jLj ͷ։ू߹Ͱ͋Γɼw ͕ L ͷ
೚ҙͷ୯ମͷ௖఺Ͱ͋Δͱ͖ͦͷ୯ମͷ಺෦͸ stL(w) ʹؚ·ΕΔͷͰɼL ͷ͢΂ͯͷ௖఺w
ͷ੕ঢ়ମ stL(w) ͷ૊͸ jLj ͷ։ඃ෴ͱͳΔɻؔ਺ f : jKj ¡! jLj ͸࿈ଓͰ͋Δ͔Βɼw ͷ
੕ঢ়ମͷ f ʹΑΔٯ૾ f¡1(stL(w)) ͷ૊͸ jKj ͷ։ඃ෴ͱͳΔʢjKj ͷ֤఺͸ jLj ͷ͋Δ఺
ʹҠ͞Εɼͦͷ jLj ͷ఺͸͍ͣΕ͔ͷ stL(w) ʹଐ͍ͯ͠Δɻ͕ͨͬͯ͠ jKj ͷ͢΂ͯͷ఺͸
͍ͣΕ͔ͷ f¡1(stL(w)) ʹଐ͓ͯ͠Γɼ·֤ͨ f¡1(stL(w)) ͸։ू߹Ͱ͋Δʣ ɻ͕ͨͬͯ͠
Lebesgue ͷิ୊ʹΑΓɼ௚ܘ͕ ± ΑΓখ͍͞ jKj ͷ֤෦෼ू߹ʹ͍ͭͯͦͷू߹ͷ఺͕શମ
ͱͯ͠ f ʹΑͬͯ L ͷ͋Δ௖఺ w ͷ stL(w) ͷதʹҠ͞ΕΔΑ͏ͳ࣮਺ ± > 0 ͕ଘࡏ͢Δ








Ͱ͋Δ͔Βɼj ¡! +1 ͷͱ͖ K ͷ j ࣍ॏ৺෼ׂʹ͍ͭͯ ¹(K(j)) ͸ 0 ʹۙͮ͘ɻ͕ͨͬ͠
ͯ ¹(K(j)) < 1
2± ͱͳΔΑ͏ʹ j ΛબͿ͜ͱ͕Ͱ͖Δɻv Λ K(j) ͷ௖఺ͱ͢ΔͱɼstK(j)(v)
ͷ఺͸ v ͔Β 1
2± Ҏ಺ͷڑ཭ʹҐஔ͓ͯ͠ΓɼstK(j)(v) ͷ௚ܘ͸ߴʑ ± Ͱ͋ΔɻΑͬͯ K(j)
ͷ֤௖఺v ʹ͍ͭͯL ͷ௖఺s(v) Λf(stK(j)(v)) ½ stL(s(v)) ͱͳΔΑ͏ʹબͿ͜ͱ͕Ͱ͖
Δɻ͜ͷΑ͏ʹͯ͠ɼK(j) ͷ௖఺͔Β L ͷ௖఺΁ͷؔ਺ s : V ertK(j) ¡! V ertL ͕ಘΒΕ
Δɻิ୊ 2.9ʹΑΓ͜Ε͕ٻΊΔ f ͷ୯ମۙࣅͰ͋Δɻ ,
472.5 Sperner ͷิ୊
K Λ͋Δ n ࣍ݩ୯ମ ∆ Λ෼ׂͯ͠࡞ΒΕͨ୯ମతෳମͰ͋Δͱ͢ΔɻK ͷ֤௖఺ʹର͠
ͯҎԼͷϧʔϧʹج͍ͮͯ 0 ͔Β n ·Ͱͷ൪߸ΛৼΔɻ
(1). ∆ ͷ௖఺ʢn+1 ݸ͋Δʣʹ͍ͭͯ͸ 0 ͔Β n ·Ͱͷ൪߸ΛҰͭͮͭͷ௖఺ʹׂΓৼΔ
ʢॱং͸໰Θͳ͍ʣ ɻ
(2). K ͷ͋Δ௖఺ v ͕ ∆ ͷ͋Δ໘ʹؚ·Ε͍ͯΔ৔߹ʹ͸ɼͦͷ໘ͷ͋Δ௖఺ʢ∆ ͷ௖఺
Ͱ΋͋Δʣͱಉ͡൪߸Λ v ʹׂΓৼΔʢv ͸ ∆ ·ͨ͸ͦͷ໘ͷ௖఺Ͱ͋Δͱ͸ݶΒͣɼ
∆ Λ෼ׂͯ͠Ͱ͖ͨ୯ମͷ௖఺Ͱ͋Δ͔΋͠Εͳ͍ʣ ɻ
͜ͷΑ͏ͳ൪߸ͷৼΓํΛʮSperner ϥϕϦϯά (Sperner labeling)ʯͱݺͿɻ͜ͷͱ͖࣍ͷ
ิ୊͕੒Γཱͭɻ
ิ୊ 2.12 (Sperner ͷิ୊). K Λ͋Δ n ࣍ݩ୯ମ ∆ Λ෼ׂͯ͠࡞ΒΕͨ୯ମతෳମͰ͋
Δͱ͢ΔɻK ͷ௖఺ʹ Sperner ϥϕϦϯάͷϧʔϧʹΑͬͯ൪߸ΛৼΔͱ͖ɼK ͷ n ࣍ݩ୯
ମͷதͰ֤௖఺ʹͪΐ͏Ͳ 0 ͔Β n ·Ͱͷ൪߸ׂ͕ΓৼΒΕΔ΋ͷͷݸ਺͸ح਺Ͱ͋Δɻ
ূ໌. 0 ͔Β n ·Ͱͷ൪߸ͷ಺ i0, i1, :::, iq ͷ q ݸͷ੔਺͕ͪΐ͏ͲҰͭͮͭͦͷ௖఺ʹ
ׂΓৼΒΕ͍ͯΔΑ͏ͳ K ͷ q ࣍ݩ୯ମͷݸ਺Λ N(i0;i1;:::;iq) Ͱද͢ɻূ໌͢΂͖͸
N(0;1;:::;n) ͕ح਺Ͱ͋Δ͜ͱͰ͋Δɻ
∆ ͷ࣍ݩʹؔ͢Δ਺ֶతؼೲ๏Ͱূ໌͢Δɻ·ͣ n = 0 ͷ৔߹͸൪߸͸ 0 ͚͔ͩ͠ͳ͘ɼ
ͦΕҎ্෼ׂͰ͖ͳ͍ 0 ࣍ݩ୯ମ͕Ұ͔ͭ͠ͳ͍ͷͰิ୊͕੒Γཱͭͷ͸໌Β͔Ͱ͋Δɻ࣍
ʹ n ¡ 1 ҎԼͷ࣍ݩʹ͍ͭͯิ୊͕੒ΓཱͭͱԾఆ͢ΔɻK ͷ֤ n ࣍ݩ୯ମ ¾ ʹ͍ͭͯɼ
0;1;:::;n ¡ 1 ͱϥϕϧ͚ͮ͞Εͨ ¾ ͷ n ¡ 1 ࣍ݩͷ໘ͷ਺Λ p(¾) Ͱද͢ɻ¾ ͕ 0;1;:::;n
ͱϥϕϧ͚ͮ͞Ε͍ͯΕ͹ p(¾) = 1, Ұํ 0;1;:::;n ¡ 1;j(j < n) ͱϥϕϧ͚ͮ͞Ε͍ͯΕ








͕ಘΒΕΔɻͳ͓ɼ͋Δ 0;1;:::;n ¡ 1 ͱϥϕϧ͚ͮ͞Εͨ n ¡ 1 ࣍ݩͷ໘͕ෳ਺ͷ n ࣍ݩ
୯ମͷڞ௨ͷ໘ʹͳ͍ͬͯΔ৔߹ʹ͸ॏෳͯ͠਺͑ΒΕ͍ͯΔɻ
Sperner ϥϕϦϯάͷఆٛʹΑΓɼ0;1;:::;n ¡ 1 ͱϥϕϧ͚ͮ͞Εͨ K ͷ୯ମΛؚΉͷ
͸ 0;1;:::;n ¡ 1 ͱϥϕϧ͚ͮ͞Εͨ௖఺Λ࣋ͭ ∆ ͷ n ¡ 1 ࣍ݩ໘ͷΈͰ͋ΓɼͦΕ͸Ұͭ
͔͠ͳ͍ɻ͕ͨͬͯ͠ɼͦͷ໘ʹؚ·ΕΔ 0;1;:::;n ¡ 1 ͱϥϕϧ͚ͮ͞Εͨ K ͷ n ¡ 1 ࣍
ݩ୯ମͷ਺Λ M ͱ͢Δͱ N(0;1;:::;n ¡ 1) ¡ M ͸ ∆ ͷ಺෦ͱަΘΔ 0;1;:::;n ¡ 1 ͱϥ
ϕϧ͚ͮ͞Εͨ n ¡1 ࣍ݩ୯ମͷ਺ʹ౳͍͠ɻ∆ ͷਅͷ໘ʹؚ·ΕΔ K ͷ͍͔ͳΔ n ¡1 ࣍
ݩ୯ମ΋ K ͷͨͩҰͭͷ n ࣍ݩ୯ମͷ໘Ͱͳ͚Ε͹ͳΒͣɼ·ͨ ∆ ͷ಺෦ͱަΘΔͲͷΑ




p(¾) = M + 2(N(0;1;:::;n ¡ 1) ¡ M)








i=1 ti = 1) ͱද͞ΕΔɻҰ
ํ ∆ ͷ఺ y ͸ɼn ¡ 1 ࣍ݩͷ௒ฏ໘্ʹ͸ͳ͍͋Δ఺Λ z ͱͯ͠
y = ¸x + (1 ¡ ¸)z
ͱද͞ΕΔɻ͜ͷͱ͖ ¸ > 1 ͳΒ͹ y ͸௒ฏ໘ΛڬΜͰ z ͱ͸ٯͷଆʹ͋Γɼ
¸ < 1 ͳΒ͹ z ͱಉ͡ଆʹ͋Δʢ¸ = 1 ͷͱ͖͸௒ฏ໘্ʹ͋Δʣ ɻ͜ͷΑ͏ʹ
ͯ͠ೋͭͷ෦෼ʹ෼͚ΒΕͨ ∆ ͷͦΕͧΕͷ 1 ఺ͱ n ¡ 1 ࣍ݩ୯ମʹΑͬͯ n
࣍ݩ୯ମ͕࡞ΒΕΔͷͰ n¡1 ࣍ݩ୯ମ͸ೋͭͷ n ࣍ݩ୯ମͷ໘ͱͳΔɻ͔͠͠
n¡1 ࣍ݩ୯ମ͕ ∆ ͷਅͷ໘ʹͳ͍ͬͯΔ৔߹͸ɼ∆ ͕௒ฏ໘ʹΑͬͯ෼͚ΒΕ






N(0;1;:::;n ¡ 1;j) = M + 2(N(0;1;:::;n ¡ 1) ¡ M)
͕ಘΒΕɼมܗ͢Δͱ





ͷิ୊͕ n ¡ 1 ࣍ݩ·Ͱ͸੒ΓཱͭͷͰ M ͸ح਺Ͱ͋Δɻ͕ͨͬͯ͠ N(0;1;:::;n ¡ 1) ΋
ح਺Ͱͳ͚Ε͹ͳΒͳ͍ɻ ,
0 ͔Β n ·Ͱͷ൪߸ׂ͕ΓৼΒΕΔ΋ͷͷݸ਺͕ح਺Ͱ͋Δͱ͍͏͜ͱ͸গͳ͘ͱ΋ 1 ݸ
͸ͦͷΑ͏ͳ΋ͷ͕ଘࡏ͢Δ͜ͱΛҙຯ͢Δɻ
ྫ 2.4. Sperner ͷิ୊ͷྫ
ࡾ֯ܗΛ 1 ౓ॏ৺෼ׂͨ͠୯ମతෳମͷ֤௖఺ʹਤͷΑ͏ʹ൪߸ΛৼΔɻ͜ͷ൪߸ͷৼΓ








Sperner ͷิ୊Λ༻͍ͯ Brouwer ͷෆಈ఺ఆཧΛূ໌͢Δ͕ɼͦͷલʹ࣍ͷิ୊Λࣔ͢ɻ
ิ୊ 2.13. ∆ Λ n ࣍ݩ୯ମɼ@∆ Λͦͷڥքͱ͢Δɻͦͷͱ͖ ∆ ͔Β @∆ ΁ͷ࿈ଓؔ਺ r
Ͱɼ@∆ ্ͷ఺Λಈ͔͞ͳ͍ʢr(x) = xʣΑ͏ͳ΋ͷ͸ଘࡏ͠ͳ͍ɻ
∆ ͷڥքͱ͸ ∆ ΑΓ̍࣍ݩ௿͍࣍ݩͷ ∆ ͷ໘ͷ࿨ू߹Ͱ͋Γɼ∆ ͕ࡾ֯ܗʢ2 ࣍ݩ୯ମʣ
ͷ৔߹͸ࡾͭͷลΛͭͳ͍ͩ΋ͷɼ࢛໘ମͷ৔߹͸࢛ͭͷ໘Ͱ͋Δɻ
ূ໌. ͦͷΑ͏ͳؔ਺ r : ∆ ¡! @∆ ͕ଘࡏ͢ΔͱԾఆͯ͠ΈΑ͏ɻ୯ମۙࣅఆཧʢఆཧ
2.11ʣʹΑͬͯɼॆ෼େ͖ͳ j ͷ஋ʹ͍ͭͯ ∆ ͱͦͷ͢΂ͯͷ໘͔ΒͳΔ୯ମతෳମͷ j ࣍
ॏ৺෼ׂΛ Kɼ∆ ͷ͢΂ͯͷ໘͔ΒͳΔ୯ମతෳମΛ LʢL ʹ ∆ ࣗ਎͸ؚ·Εͳ͍ʣͱͯ͠
r ͷ୯ମۙࣅ s : K ¡! LʢK ͔Β L ΁ͷ୯ମࣸ૾ʣ͕ଘࡏ͢Δɻ
∆ ͷ͋Δਅͷ໘ Σ ʹଐ͢Δ K ͷ௖఺Λ v ͱ͢Δͱ r(v) = v Ͱ͋Γɼs : K ¡! L ͸
r : ∆ ¡! @∆ ͷ୯ମۙࣅͰ͋Δ͔Β s(v) ͸ Σ ͷ௖఺Ͱͳ͚Ε͹ͳΒͳ͍ʢ୯ମࣸ૾ s ͸௖
఺Λ௖఺ʹҠ͠ɼ∆ ͷਅͷ໘ͷ఺͸ r ʹΑͬͯಈ͔ͳ͍ͷͰͦΕ͕Ҡ͞ΕΔ఺΋ ∆ ͷਅͷ໘
ʹଐ͍ͯ͠Δɻ͞Βʹ s ͸ r ͷ୯ମۙࣅͰ͋Δ͔Β s ʹΑͬͯ ∆ ͷਅͷ໘ͷ఺͔ΒҠ͞ΕΔ
఺͸΋ͱͷ఺ͱಉ͡୯ମʹଐ͍ͯ͠ͳ͚Ε͹ͳΒͳ͍ʣ ɻಛʹ͢΂ͯͷ ∆ ͷ௖఺ v ʹ͍ͭͯ
͸ s(v) = v Ͱ͋Δʢv ͦͷ΋ͷ͕ ∆ ͷਅͷ໘Ͱ͋Δʣ ɻ
v 7! m(v)Λ∆ͷ௖఺ʹ0;1;:::;nͷ਺ࣈΛׂΓৼΔϥϕϧ͚ͮͱ͠ɼv 7! m(s(v))ΛK
ͷ௖఺v ʹv 7! m(v) ʹΑͬͯs(v) ʹׂΓৼΒΕ͍ͯΔ൪߸ͱಉ͡൪߸ΛׂΓৼΔϥϕϧͮ
͚ͱ͢Δͱʢs ͕୯ମࣸ૾Ͱ͋Δ͔Β s(v) ͸ ∆ ͷ௖఺Ͱ͋Δʣ ɼ͜Ε͸ K ͷ௖఺ͷ Sperner
ϥϕϦϯάʹͳΔɻ
v ͕∆ ͷ௖఺ͷͱ͖ʹ͸s(v) = v Ͱ͋Δ͔Βv 7! m(v) ʹΑͬͯv ʹׂΓৼΒ
ΕΔ൪߸ͱ v 7! m(s(v)) ʹΑׂͬͯΓৼΒΕΔ൪߸ͱ͕౳͍͠ͷͰ Sperner ϥ
ϕϦϯάͷ৚݅ (1) ͕੒Γཱͭɻ·্ͨͰݟͨΑ͏ʹ v ͕ ∆ ͷ͋Δਅͷ໘ Σ ʹ
ଐ͢Δ௖఺Ͱ͋Δ৔߹ʹ͸ s(v) ͸ Σ ͷ௖఺Ͱͳ͚Ε͹ͳΒͳ͍͔Β Sperner ϥ
ϕϦϯάͷ৚݅ (2) ͕੒Γཱͭɻ
͕ͨͬͯ͠Sperner ͷิ୊ʢิ୊2.12ʣʹΑΓ0;1;:::;n ͱϥϕϧ͚ͮ͞ΕͨK ͷn ࣍ݩ୯
ମ¾ ͕গͳ͘ͱ΋Ұͭ͸ଘࡏ͢Δʢ¾ ͷ఺͸∆ ͷਅͷ໘ʹؚ·Ε͍ͯΔͱ͸ݶΒͳ͍ʣ ɻͦ͏
͢Δͱ s(¾) = ∆ ͱͳΔ͕ʢK ͷ֤௖఺͸ s ʹΑͬͯࣗ਎ʹׂΓৼΒΕͨ൪߸ͱಉ͡൪߸Λ
࣋ͭ ∆ ͷ௖఺ʹҠ͞ΕΔʣ∆ ͸ L ͷ୯ମͰ͸ͳ͍͔Β͜Ε͸ෆՄೳͰ͋ΔɻΑͬͯ͢΂ͯͷ
x 2 @∆ ʹ͍ͭͯ r(x) = x Λຬͨ͢Α͏ͳ࿈ଓؔ਺ r : ∆ ¡! @∆ ͸ଘࡏ͠ͳ͍ɻ ,
͜ͷิ୊ʹج͍ͮͯ Brouwer ͷෆಈ఺ఆཧΛূ໌͢Δɻ
ఆཧ 2.14 (Brouwer ͷෆಈ఺ఆཧ). ดͨ͡ n ࣍ݩٿ En ͔ΒͦΕࣗ਎΁ͷ࿈ଓͳؔ਺Λ f
ͱ͢Δͱɼf ͸গͳ͘ͱ΋Ұͭͷෆಈ఺ʢf(x) = x ͱͳΔΑ͏ͳ x 2 EnʣΛ΋ͭɻ
ূ໌. f ͕ෆಈ఺Λ΋ͨͳ͍ͱԾఆͯ͠ΈΔɻEn ͷ֤఺ x ʹ͍ͭͯ f(x) ͔Βग़ͯ x Λ௨Δ
൒௚ઢʢf(x) ͔Βग़ͯ x Λಥ͖ൈ͚ͯઌ΁ਐΉઢʣ͕ En ͷڥք Sn¡1ʢn¡1 ࣍ݩͷٿ໘Ͱ
͋ΔʣͱަΘΔ఺Λ q(x) Ͱද͢ɻf ͕࿈ଓͰ͋Δ͔Β En ͔Β Sn¡1 ΁ͷؔ਺ q ΋࿈ଓͰ͋
Γɼ͔ͭ Sn¡1 ্ͷ఺ x ʹ͍ͭͯ͸ q(x) = x ͕੒Γཱͭɻดͨ͡ n ࣍ݩٿ En ͸ n ࣍ݩ୯ମ
50∆ ͱಉ૬Ͱ͋Δ͔Βɼ∆ ্ͷ͢΂ͯͷ఺ y ʹ͍ͭͯɼ∆ ͔Β En ΁ͷ͋Δಉ૬ࣸ૾ h ͱ ∆ ͔
Β @∆ ΁ͷ࿈ଓؔ਺r ʹΑͬͯh(r(y)) = q(h(y)) ͱද͢͜ͱ͕Ͱ͖Δʢh ʹΑͬͯ@∆ ͷ఺
͸ Sn¡1 ͷ఺ʹҰରҰʹҠ͞ΕΔʣ ɻ
q±hʹΑͬͯ∆ ¡! En ¡! Sn¡1 ͱҠ͞Εɼ h±r ʹΑͬͯ∆ ¡! @∆ ¡! Sn¡1
ͱҠ͞ΕΔɻ
͞Βʹɼ͢΂ͯͷ y 2 @∆ ʹ͍ͭͯ r(y) = y Ͱ͋Δɻ͔͠͠ɼิ୊ 2.13ʹΑΓͦͷΑ͏ͳ ∆





m ݸͷՈܭ͕͋Δ΋ͷͱ͠ɼࡒΛ i ͰՈܭΛ h Ͱද͢ɻՈܭ h ͸౰ॳ ¯ xhiʢ¯ xhi ¸ 0ʣͷ i ࡒ
Λ͍࣋ͬͯΔɻՈܭ h ͷॳظอ༗ྔ͸ϕΫτϧ ¯ xh 2 Rnʢ¯ xh ͷୈ i ੒෼͸ ¯ xhiʣͰද͢͜ͱ
͕Ͱ͖Δɻ·ͨ i ࡒͷՁ֨Λ piʢpi ¸ 0ʣͱ͢Δͱ n ݸͷࡒͷՁ֨͸ϕΫτϧ pʢୈ i ੒෼
͸ piʣͰදݱ͞ΕΔɻ͢ΔͱɼՈܭ h ͷॳظอ༗ྔͷՁ஋͸ʢϕΫτϧͷ಺ੵɼ੒෼͝ͱͷ
ੵͷ࿨ʣp ¢ ¯ xh ʹ౳͍͠ɻަ׵ʹ͓͚ΔՈܭ h ͷ i ࡒʹର͢Δधཁ xhi(p) ͸ॳظอ༗ྔ͕༩
͑ΒΕΕ͹֤ࡒͷՁ֨ʹΑܾͬͯ·Δ p ͷؔ਺Ͱ͋ΔɻՈܭͷࡒʹର͢Δधཁ͸͋ΒΏΔՁ
֨ʹ͓͍ͯఆٛ͞Εɼ·ͨ࿈ଓʢΘ͔ͣͳՁ֨ͷมԽʹΑͬͯधཁ͕େ͖͘มԽ͠ա͗ͳ͍ʣ
Ͱ͋ΔͱԾఆ͢Δɻn ݸͷࡒʹର͢ΔधཁΛϕΫτϧ xh Ͱද͢ʢxh ͷୈ i ੒෼͸ xhiʣ ɻՈ








ͯ͠΋֤ࡒͷधཁ͸มΘΒͳ͍ɼ͢ͳΘͪ xh(¸p) = xh(p) Ͱ͋Δɻަ׵ʹ͓͚Δࡒͷ૯ڙ
څ͸
P








(xh(p) ¡ ¯ xh) = x(p) ¡ ¯ x
͕ಘΒΕΔɻx(p)ɼ¯ x ͸ͦΕͧΕՈܭશମͷधཁͱॳظอ༗ྔΛද͢ϕΫτϧͰ͋Δɻ֤Ո
ܭͷधཁ͕͢΂ͯͷՁ֨ʹ͓͍ͯఆٛ͞Ε࿈ଓͰ͋Δ͔Βɼ௒աधཁ΋͢΂ͯͷՁ֨ʹ͓͍ͯ
ఆٛ͞Ε࿈ଓͰ͋Δɻzi(p) Λ z(p) ͷୈ i ੒෼ɼ͢ͳΘͪ i ࡒͷ௒աधཁͱ͢Ε͹ zi(p) > 0
ͷͱ͖ʹ͸௒աधཁɼzi(p) < 0 ͷͱ͖ʹ͸௒աڙڅʹͳ͍ͬͯΔɻ͢΂ͯͷՈܭͷ༧ࢉ੍໿
ࣜΛ଍͠߹ΘͤΔͱ p ¢ (x(p) ¡ ¯ x) = 0 ͔Β
p ¢ z(p) = 0
51ΛಘΔɻ͜ͷࣜ͸ϫϧϥεͷ๏ଇͱݺ͹ΕΔɻ










i=1 qi = 1 ͱͳΓɼࡒͷՁ֨͸ n ¡ 1 ࣍ݩ୯ମʹؚ·ΕΔ఺ʹΑͬ
ͯද͞ΕΔɻ͜ͷ qi Λ͋ΒͨΊͯ pi Ͱද͢͜ͱʹ͢Δɻ
Ҏ্ͷ४උΛ΋ͱʹ࣍ͷఆཧΛࣔ͢ɻ
ఆཧ 2.15 (ަ׵ܦࡁʹ͓͚Δۉߧͷଘࡏ). ༗ݶݸͷࡒͱ༗ݶݸͷՈܭ͔ΒͳΔަ׵ܦࡁʹ
͓͍ͯՁ֨ p ʹ͓͚Δ௒աधཁΛ z(p) Ͱද͢ͱɼz(p) ͸ҎԼͷ৚݅Λຬͨ͢ɻ
(1). z(p) ͸͋ΒΏΔՁ֨ p ʹ͍ͭͯఆٛ͞Εɼ·ͨ p ʹؔͯ͠࿈ଓͰ͋Δɻ
(2). ͋ΒΏΔՁ֨ p ʹ͍ͭͯ p ¢ z(p) = 0 ͕੒Γཱͭʢϫϧϥεͷ๏ଇʣ ɻ
(3). ͦͷͱ͖ɼ͢΂ͯͷࡒ i ʹ͍ͭͯ zi(p¤) · 0ʢ௒աधཁɾ௒աڙڅ͕ͱ΋ʹθϩ͔ɼ·
ͨ͸௒աڙڅ͕ଘࡏ͢ΔʣΛຬͨ͢ۉߧՁ֨ϕΫτϧ p¤ ͕ଘࡏ͢Δɻ
ূ໌. (1), (2) ͸͢Ͱʹ֬ೝͨ͠ͷͰ (3) Λࣔ͢ɻ
i = 1;2;:::;nʹ͍ͭͯ0 · pi · 1͓Αͼ
Pn
i=1 pi = 1Λຬͨ͢͢΂ͯͷ఺(p1;p2;:::;pn)




pi + zi(p) zi(p) > 0 ͷͱ͖ɼ
pi zi(p) · 0 ͷͱ͖
͋ΒΏΔ p ʹ͍ͭͯ v 6= 0 Ͱ͋Γɼ͔ͭ v ͷ֤੒෼͸ඇෛͰ͋Δɻ͜ͷ v ͔Β࣍ͷΑ͏ͳ ∆






'(p) ͷୈ i ੒෼͸ 'i(p) = 1 Pn
i=1 vi(p)vi(p) Ͱ͋Γɼ0 · 'i(p) · 1ɼ
Pn
i=1 'i(p) = 1 Λຬ
ͨ͢ɻ
Brouwer ͷෆಈ఺ఆཧʹΑΓ '(p¤) = p¤ Λຬͨ͢ p¤ 2 ∆ ͕ଘࡏ͢Δɻvi(p) ¸ pi Ͱ͋
Δ͔Βɼ͋Δ ¸ ¸ 1 ʹ͍ͭͯ v(p¤) = ¸p¤ ͕੒ΓཱͭɻҎԼͰ͸ ¸ = 1 Λࣔ͢ɻ¸ > 1 ͱԾ
ఆͯ͠ΈΑ͏ɻ͢Δͱɼp¤
i > 0 Ͱ͋Δͱ͖ʹ͸ vi(p¤) > p¤
iɼ͢ͳΘͪ zi(p¤) > 0 ͱͳΔɻ
Ұํɼ͢΂ͯͷ i ʹ͍ͭͯ p¤
i ¸ 0 Ͱ͋Γɼ͔ͭগͳ͘ͱ΋Ұͭͷ i ʹ͍ͭͯ p¤
i > 0 Ͱ͋Δ
ʢ
Pn
i=1 pi = 1ɼ͢ͳΘͪ p¤ 2 ∆ Ͱ͋Δ͔Βʣ ɻͦ͏͢Δͱ p¤ ¢ z(p¤) > 0 ͱͳΓϫϧϥεͷ
๏ଇͱໃ६͢Δɻ͕ͨͬͯ͠ ¸ = 1 Ͱ͋Γɼ͢΂ͯͷ i ʹ͍ͭͯ vi = p¤
i ͓Αͼ zi(p¤) · 0
͕ಋ͔ΕΔɻ ,
͢΂ͯͷiʹ͍ͭͯzi(p¤) · 0Ͱ͋Γɼ ͔ͭp¤¢z(p¤) = 0Ͱ͋Δͱ͍͏͜ͱ͸p¤
izi(p¤) · 0
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